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جمهورى اسلامى افغانستان
وزارت معارف

رياست عمومى انكشاف نصاب تعليمي
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مؤلفان  
x سرمولف میرنقیب االله عضو علمى دیپارتمنت ریاضي ریاست انکشاف نصاب تعلیمى و تألیف کتب درسى

x مولف مهناز توخى آمر دیپارتمنت ریاضي ریاست انکشاف نصاب تعلیمى و تألیف کتب درسى
x معاون مولف رحیمه هدایت زى عضو علمى دیپارتمنت ریاضي ریاست انکشاف نصاب تعلیمى و تألیف کتب درسى

اديتوران علمى  
x پوهنیار عبیداالله صافي عضو تیم پروژۀ ریاست انکشاف نصاب تعلیمي و تألیف کتب درسى

x حبیب االله راحل مشاور وزارت معارف در ریاست انکشاف نصاب تعلیمى و تألیف کتب درسى

اديتور زبان   

x مؤلف الحاج سید محمد پایمنارى عضو دیپارتمنت درى ریاست انکشاف نصاب تعلیمي و تألیف کتب درسى

کميتۀ دينى، سياسى و فرهنگى:  
 x حبیب االله راحل مشاور وزارت معارف در ریاست انکشاف نصاب تعلیمى و تألیف کتب درسى

إشراف:  
x  دکتور شیر على ظریفى رئیس پروژه انکشاف نصاب تعلیمى.
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سرود ملی
دا عزت د هـــر افغان دى دا وطن افغانستـــان دى  
هر بچی ي３ قهرمــان دى کور د سول３ کور د تورې  
د بلوڅــــو د ازبکـــــو دا وطن د ټولو کـور دى  
د ترکمنــــو د تاجکــــو د پښتــــون  او هزاره وو  
پاميــريان، نورستانيــــان ورسره عرب، ګوجــر دي  
هم ايمــاق، هم پشـه ４ان براهوي دي، قزلباش دي  
لکــه لمــر پر شنه آسمـان دا هيـــواد به تل ځليƌي  
لکـــه زƉه وي جــاويدان په سينــه ک３ د آسيـــا به  
وايو الله اکبر وايو الله اکبر نوم د حق مو دى رهبـــر  

د



هـ

بسم االله الرحمن الرحيم
پيام وزير معارف

الحمدالله رب العالمین والصلاۀ والسلام على رسوله محمد وعلى آله وأصحابه أجمعین، أما 

بعد:

نصاب تعلیمي معارف اساس نظام تعلیم و تربیه را تشکیل داده و در رشد و توسعۀ علمى، 

فکرى و سلوکى نسلهاى امروز و فرداى کشور نقش بنیادى و سرنوشت ساز دارد.

نصاب تعلیمى با گذشت زمان و تحول و پیشرفت در عرصه هاى مختلف زندگى، مطابق با نیازهاى 

جامعه، باید هم از نظر مضمون و محتوا و هم از نظر شیوه و روش عرضۀ معلومات، تطور و انکشاف 

نماید.

یکى از عرصه هاى نصاب تعلیمى که مورد توجه جدى براى تجدید نظر و بهبود مى باشد، 

نصاب تعلیمات اسلامى است؛ زیرا از یک جانب، فارغان مدارس دینى به حیث پیشوایان 

معنوى جامعه، باید محور تلاشهاى معارف قرار گیرند و از سوى دیگر نصاب تعلیمات اسلامى 

شامل عقاید، احکام و هدایات دین مبین اسلام است که به حیث نظام و قانون مکمل، تمام ابعاد 

زندگى انسان ها را در بر گرفته و به عنوان آخرین پیام خالق و پروردگار جهان تا روز قیامت، 

رسالت رهنمایى و هدایت بشریت را انجام مى دهد. 

علماى امت اسلامى در طول تاریخ نقش مهمى را در ایجاد، توسعه و غنامندى سیستم تعلیمات 

و معارف اسلامى مخصوصا انکشاف تدریجى نصاب تعلیمى مراکز و مؤسسات علمى جهان 

اسلام، ایفاء کرده اند.

مطالعۀ دقیق در سیر تطور تاریخى علوم و معارف اسلامى در جهان نشان مى دهد که نصاب 

تعلیمى مدارس و مراکز علمى ما، همواره بنا بر ضرورت هاى جامعه و در تطابق با احکام ثابت 

و پا بر جاى دین اسلام، که براى همۀ انسانها در همۀ زمانها و مکانها مى باشد، توسعه یافته 

است.

جایگاه  و  دانش  و  علم  مهد  روزگارى  علمى،  درخشان  سابقۀ  با  افغانستان  ما  عزیز  کشور 

بزرگترین مراکز علمى عصر بوده و در شکل گیرى تمدن بزرگ اسلامى نقش عظیمى داشته 

است، وجود هزاران دانشمند و عالم در عرصه هاى مختلف علم و فرهنگ مخصوصاً در علوم 

شرعى مانند عقاید، تفسیر، حدیث، فقه، اصول فقه و غیره، گواه واضح آنچه گفته شد مى 



باشد.

همزمان با رشد بیدارى اسلامى در عصر حاضر، تعلیمات اسلامى در کشور ما شاهد تحول 

کمى و کیفى بوده و اطفال و جوانان کشور ما با شوق و رغبت فراوان به طرف مدارس و 

مراکز تعلیمات اسلامى رو مى آورند.

وزارت معارف جمهورى اسلامى افغانستان بر اساس مسؤولیت ورسالت خویش، در مطابقت 

با احکام قانون اساسى کشور، به منظور رشد و توسعۀ کمى و کیفى تعلیمات اسلامى و از جمله 

نصاب آن، اقدامات قابل توجه نموده است.

درین راستا وزارت معارف با دعوت از علماء، استادان و متخصصین باتجربه و قابل اعتماد 

کشور، به بهبود و انکشاف نصاب تعلیمى پرداخته و کتابهاى رایج مدارس تعلیمات اسلامى، 

را با شرح و توضیح متون، جا بجا ساختن فعالیتها، ارزیابى و تمرینها با معیارهاى کتب درسى 

عیار ساخت.

امیدوارم این تلاشهاى قابل تمجید علماء و متخصصان وزارت معارف، در بهبود و انکشاف هر چه 

بیشتر تعلیمات اسلامى در افغانستان عزیز مفید واقع شده وسبب کسب رضاى خداوند متعال قرار 

گیرد.

وباالله التوفیق

دکتور میرویس بلخى

وزیر معارف

و



مقدمه
استادان عاليقدر و شاگردان گرامى،

ریاضى زبان علوم طبیعى است که قوانین طبیعت را فورمول بندى مى کند و مسائل 
مربوط به اعداد و مقادیر را به زبان حساب ارایه مى نماید.

براى ساینس  این علم  احتیاج دارند،  به علم ریاضى  انسان ها در زنده گى روز مره 
حیثیت کلید را دارد که اکثر قوانین طبیعت به زبان ریاضى بیان مى شود و در مسائل 
شرعى نیز به علم ریاضى ضرورت مى باشد، در تقسیم میراث، تقسیم زمین و دریافت 
مساحت آن، تعیین حقوق شرکاء، تعین زکات و غیره موارد، از علم ریاضى استفاده 

صورت مى گیرد.               
مسائل  باشند،  داشته  ضرورى  هاى  قابلیت  شرعى  علوم  مدارس  فارغان  اینکه  براى 
روزمرۀ زنده گى مربوط ریاضى را حل کرده بتوانند و مسائل مانند میراث، مشارکت، 
تقسیمات اموال و محتواى مضامین ساینسى را بفهمند، ریاست عمومى انکشاف نصاب 
در  را  ریاضى  ضرورى  مسائل  افغانستان  اسلامى  جمهورى  معارف  وزارت  تعلیمى 

نصاب تعلیمى مدارس جابه جا نمود.
به گونۀ که ضرورت هاى اساسى شاگردان مدارس شرعى، تخصص آینده ایشان و 
ساعات تعیین شده در پلان تعلیمى براى مضمون ریاضى را در نظر گرفته و مسایل 
ضرورى این علم را با درنظرداشت به فن معاصر نصاب نویسى بر میتود آسان و مؤثر 
ضرورى  علوم  بعضى  دینى  علوم  پهلوى  در  شرعى  مدارس  فارغان  تا  نمود،  تالیف 
دنیوى را نیز فرا گیرند، ظرفیت هاى شان بلند برود و رول مؤثر و مثمر را در جامعه 

بازى نمایند.
و االله ولى التوفیق

ز
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فهرست                    صفحه
20-3 فصل اول: دايره          

�عناصر دایره t
� حالات یک خط مستقیم با دایره t
�حالات دو دایره نسبت با یکدیگر t

�زوایایى مربوط به دایره       t
�زاویه محیطى دایره t

� زاویه مماسى دایره     t
�خلاصه و تمرین فصل t

44-21 فصل دوم، راوابط بين دايره و خطوط مستقيم   
�طاقت یک نقطه نظر به یک دایره      t

�خط مماس به دایره t
� زاویه داخلى دایره t

� زاویه خارجى دایره  t
�دایره محیطى t

� دایره محاطى      t
�ترسیم مضلع منظم t

� محیط و مساحت دایره     t
�خلاصه و تمرین فصل t

62-45 فصل سوم: هندسه تحليلى     
�فاصله بین دو نقطه       t

�میل خط مستقیم t
� میل مستقیم هاى موازى t

� میل مستقیم هاى عمود با هم  t
�معادله خط مستقیمي که دو نقطه آن معلوم باشد t

� معادله خط مستقیمي که میل ویک نقطه آن معلوم باشد t
� tخلاصه و تمرین فصل



صفحه فهرست                      
فصل چهارم: مثلثات            76-63

�ساین یک زاویه حاده t
�کوساین یک زاویه حاده t
� تانجنت یک زاویه حاده  t

�نسبت هاى مثلثاتى زوایاى خاص t
�خلاصه و تمرین فصل t

92-77 فصل پنجم: افاده هاى الجبرى      
�ضرب افاده هاى الجبرى t

�مجموع و تفاضل مکعبات   t
�تقسیم افاده هاى الجبرى       t

�خلاصه و تمرین فصل t

106-93 فصل ششم: نامساوات       
�حل نامساوت هاى خطى      t
�انتروال ها        t

�تعیین اشاره)علامه(بینوم درجه اول t
�خلاصه و تمرین فصل t

119-107 فصل هفتم: معادلات يک مجهوله درجه دوم    
�حل معادلات یک مجهوله درجه  دوم   t

�طریقۀ تکمیل مربع t
�فورمول محمد بن موسى t

� tخلاصه و تمرین فصل
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یک نقطه را به روى کاغذ تعیین و به اطراف این نقطه به فاصلۀ  4cm پرکار را مکمل 
دور بدهید شکل تشکیل شده و نقطۀ تعیین شده چه نام دارد؟ 

ســت تمام نقاط یک مستوى که از یک نقطه ثابت 
فاصله مساوى داشته باشد دایره نامیده می شود. یا به 
عبارت دیگر دایره منحنی بســته  ایست که از یک 
 نقطۀ ثابت فاصله مساوى داشته باشد. منحنی بسته را 
بــه نام محیــط  دایره و نقطــه ثابــت را مرکز دایره 

,C(o نمایش داده می شود،   r) می گویند و به شکل
در شکل مرکز دایره به حرف (O) و شعاع دایره به 

r نشان داده شده است.  حرف

دايــره
CIRCLE

فعاليت

تعريف

به شــکل مقابل توجه کنید اشــکال 
هندســی که در شکل دیده می شود 

نام ببرید.

O

r
A
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تمرين

فعاليت
D را نظر به دایره  A,B و �t در شکل مقابل موقعیت نقاط 

تعیین نمایید.
�t فاصلــۀ نقــاط را از مرکز دایره اندازه نمــوده و با طول 

شعاع مقایسه کنید.
�t ســه نقطۀ دلخواه یکي در داخل دایره، دوم روى دایره 
و ســومي را بیرون دایره در نظر بگیرید. آیا رابطه دریافت 

شده براى این نقاط نیز درست است؟ 

1- یک دایره به شعاع  2cm رسم کنید. کدام یک از نقاط زیر در داخل دایره، خارج 
دایره و یا هم روى محیط دایره قرار دارند:                                

�t فاصلۀ نقطه A  از مرکز دایره 1.4cm است.
�t فاصلۀ نقطه B  از مرکز دایره 2.3cm است. 

�t فاصلۀ نقطه C  از مرکز دایره صفر است.
است.  cm

2
4

 cm از مرکز دایره  D فاصلۀ نقطه �t
2-  توضیح دهید چه وقت یک نقطه روى محیط دایره قرار مي گیرد؟

O

D

B
A

از انجام فعالیت فوق نتایج زیر به دست می آید:

1- ســت نقاطی که فاصلۀ آنها از مرکز دایره کوچکتر از شعاع دایره باشد نقاط ساحۀ 

داخلی دایره گفته می شوند.

2- ســت نقاطی که فاصله آنها از مرکز دایره مســاوى به شعاع دایره باشد نقاط محیط 

دایره  گفته می شوند.

3- ســت نقاطی که فاصله آنها از مرکز دایره بزرگتر از شــعاع دایره باشد نقاط ساحۀ 

خارجی دایره گفته می شوند.

4- قســمتي از مستوى که توسط محیط دایره و ســطح داخلی آن جدا می شود سطح 

دایره نامیده می شود.
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عناصر دايره
Elements of a Circle

ابتدا شــکل دایــره و تعریفات مربوط عناصــر آن را در کتابچه هاى تــان انتقال و بعد 
تعریفات مربوطۀ هر عنصر دایره را با شکل مربوطۀ آن وصل کنید.

تعريف

به شــکل مقابل توجــه نمایید، کیک 
کدام شــکل هندســی دارد؟ قسمت 
قطع شــدۀ آن کدام عنصــر دایره را 

نشان می دهد؟

OW

A

D

B

E

C

FG

H

r

(Radius)شعاع      
خطی که مرکز دایره را به یکی 
ازنقاط محیط دایره وصل نماید 

شعاع دایره نامیده می شود.

(Arc)قوس          
قســمتی ازمحیــط دایــره به نام 

قوس دایره یاد می شود.

(Diameter)قطر        
وتــرى که از مرکز دایره بگذرد به 

نام قطر دایره یاد می شود.

(Sector)قطاع               
        قسمتی از سطح دایره که توسط دو شعاع 
و قوس مربوطه از سطح دایره جدا شده باشد 

قطاع دایره نامیده می شود.

(Chord)وتر          
قطعه خطی که دو نقطۀ محیط 
وتر  کند  وصل  هم  با  را  دایره 

دایره نامیده می شود.

(Segment)قطعه      
قسمتی از سطح دایره که 

توسط وتر از سطح دایره جدا 
شده باشد به نام قطعۀ دایره یاد 

     می شود.
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تمرين

فعاليت
t دایره یی را به شعاع 4 سانتی متر رسم بعد دایرۀ مذکور را از کاغذ قیچی کنید.

t  این دایره را طورى قات کنید که دو نیم دایره بالاى هم قرار گیرند.
t کاغذ را باز نموده خط قات شده یی را که روى کاغذ می بینید چه نام دارد؟

t این بار دو نیم دایره را دوباره قات نموده آن را بازکنید. طورى که چهار قسمت 
مساوى تشکیل شود. چند قطعه خط را می بینید؟ هر کدام چه نام دارد؟  

t چهار زاویۀ تشکیل شده را اندازه نموده، بگویید که با هم دیگر چه رابطه دارند؟
t رابطه قطر با شعاع دایره چیست؟

t دایره را طورى قات کنید که دو قسمت نامساوى تشکیل شود. آن را باز کنید خط 
تشکیل شده چه نام دارد؟ اندازۀ آن را با قطر دایره مقایسه کنید.

O(C,4( را رسم نمایید. دایره 
a) شعاع،  قطر، قطعه و قطاع را در شکل نشان دهید.

b) طول قطر دایره را تعیین نمایید.
c) محیط آنرا به چهار حصۀ مساوى تقسیم نموده، از آن چه نتیجه می گیرید.
d) ساحۀ خارجی، داخلی و محیط دایره را به رنگ هاى مختلف نشان دهید.

از فعالیت فوق نتیجۀ زیر به دست می آید:

t همان طورى که دیدیم هرگاه در هر دایره دو نقطۀ محیط دایره را به هم وصل کنیم 
یک وتر تشکیل می شود.

t در هر دایره بزرگترین وتر، قطر دایره است که دو چند شعاع مي باشد. 
t در یک دایره هر قطر وتر است ولی هر وتر قطر نیست.

 (minor Arc) قوسي که از نصف محیط دایره کوچکتر باشد به نام قوس کوچک t
یاد می گردد.

 (majorArc) قوسي که از نصف محیط دایره بزرگتر باشد، به نام قوس بزرگ t
یاد می گردد.
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حالات يك خط مستقيم با دايره

 t یک دایره ویک خط مســتقیم را طورى رســم نمایید که خط مستقیم با دایره یک 
نقطه، دو نقطه و هیچ نقطۀ مشترک نداشته باشد.

 t از مرکز دایره به هر یکي از این خطوط عمودها رســم نموده فاصلۀ مرکز دایره الی 
خط را اندازه نمایید و هر حالت را با شعاع دایره مقایسه نمایید.

فعاليت

از انجام فعالیت بالا دیده می شــود که یک خط مستقیم و دایره نسبت به هم دیگر سه 
حالت زیر را دارد:

' با دایره هیچ نقطۀ مشترک نداشته  1- اگر مستقیم 
باشد خط مستقیم خارج دایره قرار دارد. در اینصورت 
فاصله خط مستقیم از مرکز دایره بیشتر از شعاع دایره 

rd > است، یعنی: 

' با دایره یک نقطۀ مشترک داشته  2- اگر مســتقیم 
باشــد خط مســتقیم را به دایره مماس گویند. در این 
حالت فاصله خط مســتقیم از مرکز دایره برابر با شعاع 

rd = دایره است، یعنی:

به شــکل مقابل توجه نموده وبگویید 

که قلم ها و بکس هندسی با دایره در 

کــدام حالات قرار دارنــد هر یک را 

توضیح دهید.

O
r

d

O
r

d

A
B

A B

 '

 '
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تمرين

' با دایره دو نقطه مشــترک داشته باشد   3- اگر مســتقیم 
مستقیم را قاطع گویند. در این حالت فاصله خط مستقیم از 

rd < مرکز دایره کمتر از شعاع دایره بوده، یعنی: 

مثال: نقطۀ O را در نظر گرفته دو دایرۀ متحدالمرکز با مرکز O  با شعاع 2 و 3 سانتی 
 2C 1C و  '  از مرکز دایره به شعاع هر دو دایره  متر را رسم نمایید. فاصلۀ مستقیم 

چه رابطه دارد؟

حل: در شکل دیده می شود که: 
1C برابر با شعاع آن  ) از مرکز دایره ' فاصلۀ خط مستقیم (

.d=r دایره است یعنی

از  کوچکتر   2C دایره مرکز  از   ( ' ) مستقیم  خط  فاصلۀ 
d<r شعاع دایره است یعنی

دایرۀ به شــعاع  3cm رســم نموده در این دایره خطوطی به فاصله هاي داده شدۀ  زیر 
رسم و حالت هاى آنرا بیان نمایید.

الف: فاصلۀ خط از مرکز دایره 2.5cm باشد.
ب: فاصلۀ خط از مرکز دایره 4cm باشد.

ج: فاصلۀ خط از مرکز دایره برابر با شعاع دایره باشد.
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موقعيت دو دايره نسبت با يكديگر

فعاليت

  t دو دایره را طورى رسم نمایید که:
1: با هم یک نقطۀ مشترک داشته باشند.    2: با هم دو نقطۀ مشترک داشته باشند.

3: با هم هیچ نقطۀ مشترک نداشته باشند.    
 t فاصله مراکز دایره ها را در هر یک از حالات فوق با شعاع آنها مقایسه کنید.

از انجام فعالیت فوق به نتایج زیر میرسیم که:

 (d)اگــر فاصله بیــن مراکــز دو دایره
مســاوى به مجموع طول شعاع ها باشد 
در ایــن صــورت دو دایــره را خارجاً 

 rrd c+= مماس گویند، یعنی:       

O O'
r r'

d

به شکل مقابل توجه نموده بگویید که:
1- عرابه بایســکل کدام شکل هندسی 

را دارد.
2- عرابه ها به چنــد حالت با یکدیگر 

قرار گرفته می توانند توضیح دهید.

اگــر فاصلــه بیــن مراکز دو 
دایره(d) کوچکتر از مجموع 
طــول شــعاع ها و بزرگتــر از 
حاصــل تفریق قیمــت مطلقه 
شــعاع هاى دوایــر باشــد دو 
متقاطع انــد. هــم  بــا  دایــره 

 r r d r rc c� < < +
        

O O'
r

r'

d
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مثال:دو دایره را طورى رسم نمایید که شعاع دایره اولی6unit، فاصله مرکز دایره 

این  باشد. در  اول  دایره   شعاع 
3
2

دایره دوم  اول2unit و شعاع  دایره  از مرکز  دوم 

حالت دو دایره نسبت به هم کدام حالت دارند؟
2r بنامیم خواهیم داشت: 1r و شعاع دایره دوم را  حل: اگر شعاع دایره اول را 

 2|2||46||| 21 ==�=�= rrd چون:                                   
بنابراین دوایر با هم داخلًا مماس اند.

تمرين

اگر فاصله بین مراکز دو دایره بزرگتر 
از مجمــوع طــول شــعاع هاى دوایر 
باشــد، در این صورت دوایــر را غیر 

 rrd c+> متقاطع گویند، یعنی:

r
O OO' O'

r'r r'

dd

دو دایره به شعاع هاى 6cm و 4cm  را در نظر گرفته طور زیر آن ها را رسم نمایید.
ب: دوایر داخلًا مماس باشند. الف: دوایر خارجاً مماس باشند.  

د:  دوایر غیر متقاطع باشند. ج:  دوایر متقاطع باشند.  
و: حالات فوق را به زبان بیان نمایید.  هـ : دوایر متحد المرکز باشند.  

Page 8

O O' O O' O O'

O 1

O 22

6

r

r'

d

اگــر فاصله بیــن مراکز 
دو دایره صفر باشــد به 
نــام دوایر متحد المرکز 

یاد می شوند، یعنی:  
                             0=d

اگر فاصله بین مراکز دو دایره 
مساوى به حاصل تفریق قیمت 
مطلقــه شــعاع هاى دو دایره 
باشــد دوایر را داخلًا مماس 
                d r rc= � گویند، یعنی: 

و همچنان
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فعاليت

زوايايى مربوط به دايره
Angles of a Circle

زاویــۀ که رأس آن در مرکز دایره و اضلاع آن از دو شــعاع 
دایره تشــکیل شده باشــد به نام زاویۀ مرکزى یاد می گردد، 

. D یا زاویه  AOB مانند زاویۀ

t در شکل ورودي چند زاویه دیده می شود؟
t خصوصیات مشترک این زوایا چیست؟ بیان دارید.

t یک دایرۀ کیفي رسم کنید.
 t دو قطریکه بالاي یکدیگر عمود باشند در این دایره رسم نمایید.

t چند زاویۀ مرکزى تشکیل می گردد؟ اندازۀ قوس مقابل هر زاویه چند درجه است؟
t محیط این دایره چند درجه است؟

از نتیجۀ فعالیت فوق می توانیم بنویسیم: 

طول یک قوس به وسعت زاویۀ مرکزى آن ارتباط دارد یعنی:

تعريف

D

B

A

O

o360
AOB

�

=
طول قوس

محیط دایره

به تصویر مقابل توجه نمایید:
اشــکال هندســی که در آن مشاهده 

میگردد نام ببرید.
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BOC و  136 , AOB 75
� �

= =o o طورى  قــرار دارند  اگر  ),( rOC ســه نقطــۀ B , A   و C   بــالاى محیط دایره  

 را دریافت نمایید.
 �

AC دو زاویه دو طرفه خط OB باشد اندازۀ قوس BOC 136 , AOB 75
� �

= =o o

تمرين

اضــلاع هر زاویۀ مرکزى از محیــط دایره یک قوس را جدا مــی نماید که این قوس 

D است.  که مساوى به زاویۀ
 �

AB مساوى به زاویۀ مرکزى می باشد مانند قوس 

بناءً می گوییم که: اندازۀ قوس مقابل زاویۀ مرکزى در دایره بر حســب درجه مســاوى 

به زاویۀ مرکزى است. 
 ���

== αABAOB یعنی:         

  (minor Arc)پنج چند قوس کوچک (major Arc)قوس بــزرگ C(O,r) مثـال: در دایره

است. اندازه قوس کوچک، اندازه قوس بزرگ و زاویه مرکزى مقابل آنها را دریابید.

 
majorPAQ

�  
xPQmajor �=

�
o360 باشد پس قوس بزرگ آن 

 
xPQ or =

�

min حل: اگر قوس کوچک

است. لذا می توانیم بنویسیم که:
 

o

oo

o

o

o

3006055xPAQ

360xPOQ60x

3606x
3605xx

5PQPAQ

360PAQPQ

minmag

=×==

==�=

=

=+

=

=+

�

�

��

��

 o60
 o

 maj
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فعاليت

زاوية محيطى دايره
Inscribed Angel of Circle 

 زاویۀ که رأس آن بالاى محیط دایره واقع باشد و اضلاع آن از دو وتر دایره تشکیل 

E اشکال زیر: یا زاویۀ
�

ABC شده باشد زاویۀ محیطی نامیده می شود؛ مانند: زاویۀ 

   را طورى رسم کنید که ضلع BC آن بالاى 
'

ABCزاویۀ محیطی ),( rOC t در دایره 
قطر دایره واقع باشد.

A را به مرکز دایره O وصل نمایید. چه نوع مثلث تشکیل می شود؟ t نقطۀ 
B در مثلث OAB با هم چه ارتباط دارند؟  و 

�

A t زوایاى 
B چه نوع زوایاي اند، نام ببرید؟  و 

�

A t زاویۀ  AOC   و زوایاي 
نتیجۀ فعالیت فوق را می توانیم این طور بیان نماییم:

تعريف

OA

B

C

E

OA

B

C

E

OA

B

C
E

در شکل مقابل در دایرۀ مرکزى میدان 

فوتبال، حســیب الله به بــلال و بلال به 

الیاس توپ را پاس میدهد. شــکلي که 

از مسیر پاس دادن توپ تشکیل میگردد 

نام بگیرید.

بلال

الیاس

حسیب الله
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تمرين
1- در یک دایره  زاویۀ محیطی را رسم کنید که اندازۀ آن°90 باشد؟

2- دو نقطــۀ A وB را روى محیــط دایره در نظر بگیرید. چند زاویۀ محیطی مســاوى 
مقابل به قوس AB وجود دارد؟

وسعت هر زاویۀ محیطی مساوى به نصف قوس مقابل آن مي باشد.

                                 

  

است.
 

 �

AC
2
1 وسعت زاویۀ محیطی ABC برابر به  

AB و  AOB باشد طول قوس  60
�

= o C(O,r) اگر زاویۀ مرکزى مثال: در دایرۀ

 را دریابید.
�

ACB اندازۀ زاویۀ محیطی 

حل:  در یک دایره از رابطه بین زاویۀ مرکزى و قوس مقابل آن نوشته کرده می توانیم 

که:
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فعاليت

زاويةمماسى دايره

زاویۀ که یک ضلع آن بــا دایره مماس، ضلع دیگر آن وتر دایره 
بوده و رأس آن در نقطه تماس بالاى محیط دایره  قرار داشته باشد 

T در شکل مقابل. زاویۀ مماسی گفته می شود، مانند زاویۀ  

را ترسیم نمایید.  ),( roC t دایره  
t به دایره متذکره یک زاویۀ مماسی رسم نمایید.

t انجام هاى وتر دایره را به مرکز دایره وصل نموده و بگویید چه نوع مثلث تشــکیل 
می گردد؟

t از مرکز دایره بالاى وتر یک عمود رسم نمایید.
t اندازۀ زاویۀ مرکزي  و زاویۀ مماسي را باهم مقایسه کنید.

تعريف

نتیجه فعالیت فوق را طور زیر بیان مي نماییم.
در یک دایره وسعت هر زاویه مماسی مساوى به نصف قوس مقابل آن است.

 

O

A

T

O

 Q

بــه شــکل مقابل نــگاه کنیــد خطوط 

Q  را تشکیل نموده  مستقیمي که زاویۀ 

نام بگیرید و  بگویید که رأس زاویه در 

کدام قسمت دایره واقع است؟

O

T

P

H

C

1

4
3

2
 

2
PTPTC

�
�

=
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تمرين

45o باشد وسعت زوایاى  زاویۀ مرکزى  ),( rOC مثال1: در شکل زیر اگر در دایرۀ 
محیطی و مماسی را دریابید.

حل: با استفاده از رابطه بین زاویۀ مرکزى و قوس مقابل آن می توانیم بنویسیم که:

 ATX است. اندازۀ زاویۀ مماسی o)62( �D  ، ATمثال2: در شکل زیر اندازۀ قوس
را دریابید.

حل: با استفاده از رابطۀ وسعت زاویۀ مماسی با قوس مقابل می توانیم بنویسیم که:

زاویه هاى مماسی و محیطی که به مقابل عین قوس واقع باشند باهم مساوى اند.
زاویۀ مماسی نصف قوس مقابل آن است.

 اندازۀ زاویه هاى مماسی را در شکل هاى زیر به دست آرید.
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t دايره: ست تمام نقاط یک مستوى که از یک نقطۀ ثابت فاصلۀ مساوى داشته باشند 
دایره نامیده می شود.

t ســت تمام نقاطی که فاصلۀ آنها از مرکز دایره کوچکتر از شــعاع دایره باشــد نقاط 
ساحه  داخلی دایره گفته می شوند.

t ست تمام نقاطی که فاصلۀ آنها از مرکز دایره مساوى به شعاع دایره باشد نقاط محیط 
دایره گفته می شوند.

t ست تمام نقاطی که فاصلۀ آنها از مرکز دایره بزرگتر از شعاع دایره باشد نقاط  ساحه 
خارجی دایره گفته می شوند.

"t قســمتی از مســتوى که توســط محیط دایره احاطه شــده باشد ســطح  دایره نامیده 
می شود.

t شـعاع دايره: خطی کــه مرکز دایره را به یکی از نقاط محیــط دایره وصل نماید 
شعاع دایره نامیده می شود.

t وتـر دايـره: قطعه خطی کــه دو نقطۀ محیط دایره را با هم وصــل نماید وتر دایره 
نامیده می شود.

t قطر دايره: وترى که از مرکز دایره بگذرد قطر دایره نامیده می شود.
t قوس دايره: یک قسمت از محیط دایره که توسط دو نقطه مشخص شده باشد به 

نام قوس دایره یاد می شود.
t مماس دايره: خط مستقیمی که با دایره تنها یک نقطۀ مشترک داشته به نام مماس 

دایره یاد می شود.
t قطعه دايره: قســمتی از سطح دایره که توســط وتر از سطح دایره جدا شده باشد 

قطعۀ دایره یاد می شود.
t قطاع دايره: قسمتی از دایره که توسط دو شعاع و قوس مربوط از سطح دایره جدا 

شده باشد قطاع دایره نامیده می شود.
t اگر یک خط مســتقیم با دایره یک نقطۀ مشــترک داشته باشد مماس و اگر دو نقطۀ 

مشترک داشته باشد قاطع گفته می شود.
t زاويـة مركـزى: زاویۀ کــه رأس آن در مرکز دایره و اضلاع آن از شــعاع دایره 

تشکیل شده باشد زاویۀ مرکزى گفته می شود.
t اندازۀ وسعت هر زاویه مرکزى مساوى به قوس مقابل آن است.

خلاصة فصل اول
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 به دســت می 
o360

AOB
�

=
طول قوس

محیط دایره
�  از رابطۀ  

AOB t طول قوس مقابل زاویۀ مرکزى 
آید.

t زاويـة محيطى: زاویۀ که رأس آن در محیــط دایره واقع بوده و اضلاع آن از دو 
وتر دایره تشکیل شده باشد، زاویۀ محیطی نامیده می شود.

t در یک دایره زوایاي مرکزي که مقابل وترهاي مســاوي واقع باشــند باهم مســاوي 
اند.

t وســعت هر زاویه محیطی مســاوى به نصف قوس مقابل که توســط آن قطع شــده 
می باشد.

t هر زاویه محیطی نصف زاویۀ مرکزى است که به مقابل عین قوس واقع باشد.
t زاوية مماسـى:  زاویۀ که یک ضلع آن با دایره مماس و ضلع دیگر آن وتر دایره 

بوده و رأس آن در نقطه تماس قرار داشته باشد زاویۀ مماسی گفته می شود.
t وسعت هر زاویه مماسی مساوي به نصف قوس مقابل آن است.

t وسعت زوایایی مماسی و محیطی که مقابل عین قوس واقع باشد با هم مساوى اند.
t هر زاویۀ مماسی نصف زاویۀ مرکزى بوده که به مقابل عین قوس واقع باشند.

t موقعيت دو دايره با همديگر:
_ اگر فاصلۀ بین مراکز دو دایره بزرگتر از مجموع طول شــعاع هاى دوایر باشد دوایر 

را غیرمتقاطع می گویند.
_ اگر فاصله بین مراکز دو دایره برابر به مجموع طول شــعاع هاي دوایر باشــد دوایر را 

خارجاً مماس می گویند.
_ اگر فاصله بین مراکز دو دایره کوچکتر از مجموعۀ طول شعاع هاى دوایر و بزرگتر 

از قیمت مطلقه حاصل تفریق شعاع هاى دوایر باشد دوایر را متقاطع می گویند.
_ اگر فاصله بین مراکز دوایر مســاوى به قیمت مطلقه حاصل تفریق شــعاع هاى دوایر 

باشد دوایر را با هم داخلًا مماس می گویند.
_ اگر فاصله بین مراکز دو دایره صفر باشد دوایر را متحدالمرکز می گویند.
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t در ســؤالات زیر براى هر ســؤال چهار جواب داده شــده اســت. جواب صحیح را 
انتخاب کنید.

1- طول قطر دایره مساوى است به:
2r (d    P2  (c          P   (b   3r  (a

2- دایره به شکل زیر نمایش داده می شود:
C(o, r) (d (b,a) (c (1,2) (b 0 (a

3- خط مستقیم که با دایره یک نقطۀ مشترک داشته باشد به نام:
b)مماس یاد می شود. a)وتر یاد می شود.    
d) محیط یاد می شود. c) قاطع یاد می شود    

4- اگر یک خط مستقیم دایره را در دو نقطه قطع کند آنرا:
b)مماس گویند. a)مستقیم و دایره گویند.    
d)موازى گویند. c) قاطع گویند.     

5- یک خط مستقیم با دایره در یک مستوى چند حالت دارد؟
a(3b(7c(4d(1

6- زاویۀ که رأس آن بالاى محیط و اضلاع آن وترهاى دایره باشند:
b)زاویه مماس است. a)زاویه مرکزى است.     

c) زاویه محیطی است.

t جاهاى خالی را با کلمات مناسب پر کنید.
1- قسمتی از سطح دایره که توسط وتر از دایره جدا می شود..................................

.....دایره نامیده می شود.
2- بزرگترین وتر دایره  ........................ است.

3- ست نقاطی که ............................................. آنها از مرکز دایره کوچکتر از شعاع 
دایره باشد ساحۀ ............................دایره گفته می شود.

4- وقتی کــه خط مســتقیم با دایــره هیچ .......................... مشــترک نداشــته باشــد 
.............................. دایره گفته می شود.

مربعات  مجموعۀ  به  مساوى  وتر   ............................... الزاویه  قایم  مثلث  هر  در   -5
اضلاع ...................... است.

6- در هر دایره وتریکه به مرکز نزدیکتر است ................................ می باشد.

تـمرينات فصل اول
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t کدام یک از جملات زیر صحیح و کدام ها غلط اند در مقابل صحیح حرف(ص) و 
در مقابل غلط حرف(غ) بگذارید.

) ست تمام نقاط یک مستوى که از یک نقطۀ مستقر(O) به نام مرکز به اندازۀ   ) -1
r فاصلۀ مساوى داشته باشد، دایره نامیده می شود.

) معمولاً دایره را به نام محیط آن یاد می کنند.  ) -2
)قطعه خطی که دو نقطۀ محیط دایره را وصل می کند قطر نامیده می شود.  ) -3

) شعاع دایره نصف قطر است.  ) -4

r  شعاع دایره است. rdd  قطر و  2, = )در رابطۀ   ) -5

t سؤالات زیر را حل نمایید.

 را دریابید.
�

x  باشد 
 o155=

�

AB  و 
 o155=

�

y 1- در شکل زیر اگر 

P BA

QC D

R
10 6

1

N
A

C I
O
2

55
BE

A

Q
P

D

B

y

A xO

C

A
y

B

D

E

C

x

A

B

D
C

x

x

x

                                                                   

y  را دریابید. x  و  2-  در شکل زیر اندازه هاي 

        



فصل دوم

روابط بين دايره و 
خطوط مستقيم
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طاقت يك نقطه نظر به يك دايره 

فعاليت
r,O(C( قرار  ●از نقطة مســتقر P كه در خارج دايره 

PB  را رسم نماييد. دارد قاطع 

PD  را طورى رسم نماييد  ● از نقطة P  قاطع ديگرى 

r,O(C( بگذرد . كه از مركز دايره

● نسبت بين قطعاتPB  وPD  را بنويسيد.

● در رابطة بالا فاصله هاى PC و PD را بر حسب فواصل تا مركز دايره بنويسيد. 

 d و r بناميم رابطة بالا را بر حســب r و شــعاع دايره را d از مركز دايره P اگر فاصلة نقطة ●

بنويسيد.

به شكل مقابل توجه كنيد.

آيا در اين شكل تساوي زير حقيقت 

دارد؟

 QR.QS = QU.QT 

نتيجة فعاليت فوق را طور زير بيان مى نماييم:

اگــر از يك نقطة خارج به دايره دو قاطع طورى رســم گردد كه قاطع دومى از مركز 

دايره بگذرد در اينصورت حاصل ضرب قطعات قاطع اولى مساوى به يك مقدار ثابت 

22 بوده كه در آن، d فاصله نقطة ثابت از مركز  rd �

دايره و r شعاع دايره است.

O

TS

R

Q

U

O
D

A

C

B

P

O

r
A

P

B

DC

d

22 rdPBPA

)rd)(rd(PBPA

�=�
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تعريف

تمرين

C(O,r) ياد مى شــود و مقدار  رابطة اخير به نام طاقت يك نقطة P نظر به يك دايره

22 نيز آنرا نمايش مى دهند. rd)o(P �=  ثابت مى باشد كه به شكل 
22 rd �

P به فاصله 13cm از مركز دايره  مثال: اگر قطر يك دايره 10cm باشد، يك نقطة

C(O,r) دريابيد. P را نظر به دايرة قرار دارد طاقت نقطة 

O

Page 5

23
3X

8X

7

82X
8

10

10

7

x+2
2x 8 8

 

  

  

  

  

  

  

  

x �{ ºË|Ë{ Ä¯ É�Â� ½Z¼Å  Ã�ËY{ ÉÁ� Ä�¬¿ Á{ ÃZ³ �Å Ã�ËY{ �Å Y� ®Ë ºÌÀ¯ ¶�Á ºÅ Ä]

{Â� Ê» ¶Ì°�e �eÁ.  

x �eÁ ¾Ë�f³��] |�Z] Ê» �Z � �]Y�] Á{ Ä¯ d�Y Ã�ËY{ ��« .  

x  d�Y �eÁ ��« �Åd�Ì¿ ��« �eÁ �Å Ê·Á. 
x  |�Z] �f°qÂ¯ Ã�ËY{ �Ìv» ¦�¿ �Y Ä¯ Ê�Â«]Â« ¹Z¿ Ä�  ®qÂ¯minor ZË{{�³ Ê» {. 
x |�Z] �f³��] Ã�ËY{ �Ìv» ¦�¿ �Y Ä¯ Ê�Â«,  ±��] �Â« ¹Z¿ Ä]major {{�³ Ê» {ZË.  

 

 

  

  

  

  

  

  

  

x �{ ºË|Ë{ Ä¯ É�Â� ½Z¼Å  Ã�ËY{ ÉÁ� Ä�¬¿ Á{ ÃZ³ �Å Ã�ËY{ �Å Y� ®Ë ºÌÀ¯ ¶�Á ºÅ Ä]

{Â� Ê» ¶Ì°�e �eÁ.  

x �eÁ ¾Ë�f³��] |�Z] Ê» �Z � �]Y�] Á{ Ä¯ d�Y Ã�ËY{ ��« .  

x  d�Y �eÁ ��« �Åd�Ì¿ ��« �eÁ �Å Ê·Á. 
x  |�Z] �f°qÂ¯ Ã�ËY{ �Ìv» ¦�¿ �Y Ä¯ Ê�Â«]Â« ¹Z¿ Ä�  ®qÂ¯minor ZË{{�³ Ê» {. 
x |�Z] �f³��] Ã�ËY{ �Ìv» ¦�¿ �Y Ä¯ Ê�Â«,  ±��] �Â« ¹Z¿ Ä]major {{�³ Ê» {ZË.  

 

 

  

  

  

  

  

  

  

x �{ ºË|Ë{ Ä¯ É�Â� ½Z¼Å  Ã�ËY{ ÉÁ� Ä�¬¿ Á{ ÃZ³ �Å Ã�ËY{ �Å Y� ®Ë ºÌÀ¯ ¶�Á ºÅ Ä]

{Â� Ê» ¶Ì°�e �eÁ.  

x �eÁ ¾Ë�f³��] |�Z] Ê» �Z � �]Y�] Á{ Ä¯ d�Y Ã�ËY{ ��« .  

x  d�Y �eÁ ��« �Åd�Ì¿ ��« �eÁ �Å Ê·Á. 
x  |�Z] �f°qÂ¯ Ã�ËY{ �Ìv» ¦�¿ �Y Ä¯ Ê�Â«]Â« ¹Z¿ Ä�  ®qÂ¯minor ZË{{�³ Ê» {. 
x |�Z] �f³��] Ã�ËY{ �Ìv» ¦�¿ �Y Ä¯ Ê�Â«,  ±��] �Â« ¹Z¿ Ä]major {{�³ Ê» {ZË.  

 

حل: چون قطر دايره داده شده بناءً ابتدا شعاع دايره را دريافت نموده بعداً طاقت نقطة 
P را نظر به دايره دريافت مى نماييم:         

2 2
(O)

2 2
(O)

(O) (O)

P d r

P (13) (5)

P 169 25 P 144

= �

= �

= � � =

D 10r 5cm
2 2

= = =
 
2
d

r =

2- طاقت يك نقطه را در حالات زير پيدا كنيد.
5r باشد = 3d و  = 3r باشد  ج( اگر  = 3d و  = 4r باشد ب( اگر  = 7d و  = الف( اگر 

�tاگر طاقت يك نقطه نظر به يك دايره مثبت باشــد 
نقطه خارج دايره قرار دارد. شكل مقابل، يعنى:

 )(oP   rdrdP >�>�= 0)0( 22   22 rd >

��tاگــر طاقت يك نقطه نظر به يك دايره صفر باشــد 
نقطه بالاى محيط دايره واقع است، يعنى: 

 =)(oP
2 2 2 2

(o)P 0 , d r 0 d r= � = � =   
�tاگر طاقت يك نقطه نظر به يك دايره كوچكتر از صفر يا 
منفى باشد نقطه در داخل دايره واقع است، يعنى:                        
                                 =)(oP

2 2 2 2
(o)P 0 , d r 0 d r< � < � <

1- در اشكال زير قيمت هاى x را دريابيد.
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را رسم نماييد.     PQ و PRدو مماس )r,O(C ● از يك نقطة خارج  دايرة P به دايره
به   P نقاط تماس خط مماس با دايره اند.آيا مماس ديگرى از نقطة R و   Q نقاط ●

دايره رسم شده مي تواند؟

● نقطة O را به نقاط R، Q و P وصل نماييد.
● مثلث هاى تشكيل شده با هم چه رابطه دارند؟

● آيا طول مماس هاى رسم شده با هم مساوى اند؟

 به شكل مقابل توجه كنيد:

هر گاه حركت اشعة نور را به صورت 

مستقيم قبول نماييم اين خطوط نسبت 

به توپ و ساية آن چه رابطه دارد؟

فعاليت

نتيجة فعاليت فوق را طور زير بيان مى نماييم.
اگــر از يك نقطة خارج دايره به دايره دو مماس رســم گردد طول اين مماس ها باهم 

مساوي مي باشند.

هــرگاه از يك نقطه خارج دايره يك خط قاطع و يك خط مماس رســم گردد مربع 

مماس مساوى به طاقت نقطه نظر به دايره است.

خط مماس به دايره

PR PQ=

R

O

Q

P
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2 2 2 2

PA PT
PT PB
PA PB PT PT d r

=

� = = �

R

O

Q

P

B

T

O A P

T

O

T'

PAB
10cm

4cm

مثال: در شكل زير طولPT و 'PT را به دست آريد.
مى دانيم كه رابطه بين مماس و يك قاطع عبارت ازPA.PB= PT2  است لذا  حل: 

مى توانيم بنويسيم كه:

 cm

R

O

Q

P

B

T

O A P

T

O

T'

PAB
10cm

4cm

2

2

PT PA PB
PT 4 10 40

PT 40 2 10

= �

= × =

= =

 

?PT
cm10PB

cm4PA

=
=
=

 ?'=PT

 مى دانيم وقتى كه از يك نقطة خارج دايره به  دايره دو مماس رســم شــود، طول اين 

 10240' === PTPT  cm مماس ها با هم مساوى است.     

 - اگــر از يك نقطة خارج يك دايره دو مماس به دايرة مذكور رســم گردد طول اين 
مماس ها باهم مساوي است.

- هــر گاه از يك نقطــة خارج يك دايره يك خط قاطع و يــك خط مماس به دايرة 
مذكور رسم گردد. مربع مماس مساوى به طاقت نقطه نظر به دايره است.

Page 7

O
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O

(20–x)X
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(–2x+37)(6x+5)
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C
Q R

B
A

CSR

QT

V

در اشكال زير قيمت هاى x را به دست آوريد.

تمرين
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تعريف

زاوية داخلى دايره

● دايرةC(O,r) را رسم و در آن دو وتر AB وCD را طورى رسم نماييد كه در نقطة 
P  يكديگر را قطع نمايند. زواياى تشكيل شده چه نام دارند؟

مثلث با دو زاويه 
�

CPB زاوية خارجى PDBوصل نماييد در مثلث  B را به C و D نقطه ●
غير مجاور چه رابطه دارد.

نتيجة فعاليت فوق را طور زير بيان مى نماييم.

دو وتر متقاطع را در داخل دايره رسم 

كنيد و بگوييد كه چند زاويه تشكيل 

شده و چه نام دارند؟

زواياى كه از تقاطع دو وتر در داخل دايره تشــكيل شــده باشــند به نام زواياى داخلى 

 شكل فوق.
����

4,3,2,1 دايره ياد مى شوند. مانند زواياى 

فعاليت

وســعت هر زاوية داخلى دايره مساوى به نصف مجموعة قوس هايى كه توسط اضلاع 
زاويــــه و امتداد يافتة اضلاع اين زاويه قطع شده باشند مى باشد.

O
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B
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D

C
P
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2
1CPB

���
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D
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42
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 را دريابيد.
�

b  و 
�

a مثال1: به كمك شكل پايين وسعت زواياى 
حل: وسعت هر زاوية داخلى دايره مساوى به نصف مجموعة قوس هاى متقابل زاويه 

و امتداد يافتة اضلاع اين زاويه است، لذا مى توانيم بنويسيم:

Page 9

a

B

A

D

C

b

P

M

(6x+28)(9x+17) (10x-10)

P

M

N

Q

T

(4y-2) 80 (15y+6)

(3x+10)

B

D

A

C

M

(2x)

(11x-2)10x

O

70
60

(7x+16)

 

oooo

o

11565180180

75
2

7060
2

CMB

=�=�=

+
=

+
==

�

��
��

ab

BCAD
a  o65=

 oooo 11565180180 =�=�=
��

ab

 را تعيين كنيد.
�

NTM مثال2: در شكل زير قيمت x و اندازه زاويه 
حل: با استفاده از رابطة وسعت زواياى داخلى يك دايره مى توانيم بنويسيم كه: 

تمرين

در اشكال زير قيمت هاى x و y را محاسبه كنيد.
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تعريف
زاويه يــى كه از تقاطــع دو خط قاطع، دو خط مماس و يا يــك خط قاطع ويك خط 

مماس در خارج دايره تشكيل گرديده باشد به نام زاوية خارجى دايره ياد مى شود. 

زاوية خارجى دايره

فعاليت
زاوية  كه  ميدهيم  امتداد  را   CD و   AB غيرموازى  وتر  دو   ),( rOC دايرة  در   ●

 را تشكيل دهد. نقطه C را به B وصل نماييد.
�

BPD خارجى 

)1( بــا دو زاويه غير مجــاور مثلث چه ارتباط 
�

يعنى   BPC ● زاويــه خارجى مثلث 
دارد؟

نتيجة فعاليت فوق را طور زير بيان مى نماييم.
وسعت زاوية خارجى يك دايره مساوى به نصف تفاضل قوس هايى است كه توسط 

وترها قطع مى گردد.
B

C

A

D

2

13VP
 
)(

2
1 ��

�= ACBDBVD
 �

BPD

B

A

C

O

B

A

C

O

B

A

C

O

در اشــكال مقابــل قطعــه خــط ها و 

زوايايى مقابل را نام ببريد.
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 را دريابيد.
 �

APC مثال: در شكل زير وسعت زاوية

 باشد:
 
o20=

�

BD  و 
 
o80=

�

AC در حاليكه 
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حل: با استفاده از وسعت زاوية خارجي دايره مى توانيم بنويسيم:
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در شكل هاى زير زاويه هاى نامعلوم  را دريابيد. 

تمرين
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دايــره يى كه از راس هاى يك مضلع بگذرد به نام دايرة 

محيطى مضلع ياد مي گردد و مضلع را مضلع مرســوم به 

دايره مى نامند مانند شكل مقابل.

دايرة محيطى

به شكل مقابل توجه كنيد.

كدام اشــكال هندسي ديده مي شوند، 

نام ببريد. 

تعريف

دايرة محيطى مثلث: دايره يى كه از تمام رأس هاى يك مثلث بگذرد)خارجاً به 
رأسهاى مثلث مماس باشد( دايرة محيطى مثلث ناميده مى شود.

 را رسم نماييد.
'

ABC ● مثلث 
● ناصف هاى عمودى اضلاع AC ، AB و BC را ترسيم نماييد.

● ناصــف هاى عمودى فوق در چند نقطه يكديگر را قطع مى كنند؟ نقطة تقاطع آنها 
را O بناميد.

● طول هاي OB,OA و OC را با هم مقايسه كنيد.
● دايره يي به مركز O و شعاع OA رسم نماييد. آيا اين دايره از نقاط B و C نيز 

مي گذرد؟ چرا؟
● دايرة ترسيم شده نسبت به مثلث چه ناميده مي شود؟

فعاليت

A
B

C

D

E
F

G

H P
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تمرين

نتيجة فعاليت را مي توان چينين بيان نمود:

نقطة تقاطع ناصف هاى عمودى اضلاع يك مثلث مركز دايرة محيطى اين مثلث مى 

باشد.

مثـال: مثلــث قايم الزاوية ABC را طورى رســم نماييد كه طــول اضلاع قايم آن به 
ترتيب 8unit و6unit باشد. شعاع دايرة محيطى اين مثلث را به دست آوريد.

حـل: مى دانيم كه در هر مثلث قايم الزاويــه، مركز دايرة محيطى آن بالاى وتر مثلث 
قرار دارد. ابتدا طول وتر مثلث قايم الزاويه را دريافت مى نماييم. كه نقطه وســطى آن 

مركز دايرة محيطى است. 
2 2 2

2 2 2

2

BC AB AC

BC 6 8 36 64 100

BC 100

BC 10cm
BC 10r r 5cm
2 2

= +

= + = + =

=

=

= � = =

A
B

C

D

E
F

G

H P

A

B C

8
6

 
4
4
8

44
7

6
4
4
8

44
7

6448 447 6

5unit
unit

دايرة كه با رأس هاى يك مضلع مماس باشد به نام دايرة محيطى ياد مي گردد و مضلع 

را مضلع مرسوم به دايره مى نامند.

نقطة تقاطع ناصف هاى عمودى اضلاع يك مثلث مركز دايرة محيطى اين مثلث مى 

باشد.

سانتى متر است، رسم نموده شعاع دايرة  5 3,4 و 1- مثلثي كه اضلاع آن به ترتيب 
محيطى آنرا محاسبه كنيد.

2- مركز دايره محيطى مثلثي قايم الزاوية متساوي الاضلاع و متساوي الساقين در كجا 
واقع است؟ در شكل نشان دهيد. 
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دايرة محاطى

دايره  باشد  مماس  مضلع  اضلاع  به  آن  محيط  كه  يي  دايره   

محاطى گفته مى شود مانند شكل مقابل كه دايره توسط مضلع 

احاطه شده است.

دايرة محاطى مثلث: دايره يي كه محيط آن به تمام اضلاع 
يك مثلث مماس باشد به نام دايرة محاطى مثلث ياد مى گردد. 

- اشكال هندســي را كه در شكل 

مقابل مشاهده مي كنيد نام ببريد.

- چه را بطة بين شكل ها مي بينيد؟

تعريف

فعاليت
 را رسم نماييد.

'

ABC ● مثلث كيفى 

)O( نشان دهيد.   را رسم و نقطة تقاطع را به
�

C  و
�

B  ، 
�

A ● ناصف الزاويه هاى 

OP  را رسم كنيد. OM,ON  و  عمود هاى
'

ABC ● از نقطه O بالاى اضلاع مثلث 

OP  را باهم مقايسه كنيد. OM,ON  و ● طول عمود هاي

ON  رسم شود از نقاط M و P مي گذرد؟ چرا؟ ● آيا دايره يى كه به مركز O و شعاع 

● دايره ترسيم شده چه ناميده مي شود؟
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نتيجة فعاليت را ميتوان چنين بيان كرد:

 - نقطة تقاطع ناصف الزواياي داخلي هر مثلث مركز دايرة محاطي است. 

دايرة خارجي محاطي مثلث

تمرين

Page ١٥

A

B

O

NC

M

P

1
2

4
3

رسم  منطبق اند  ديگر  باهم  محاطي  و  محيطي  دايرة  مركز  مثلث ها  نوع  در كدام   -1
كنيد؟

دايره يي كه به يك ضلع مثلث و دو ضلع امتداد يافته مثلث مماس باشد دايره خارجي 

محاطي مثلث گفته مي شود.
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فعاليت

r,O(C( را رسم نموده در مركز آن 8 زاوية مركزي مساوي را رسم كنيد. ● دايرة 
مقابل  مركزى  زاوية   T و  مضلع  يك  اضلاع  تعداد   n اگر   ●

 حقيقت دارد؟
n

360o

=T اضلاع مضلع باشد آيا رابطة 

● نقاط تقاطع اضلاع زوايا با محيط دايره را به هم وصل نماييد.
● آيا اضلاع مضلع تشكيل شده باهم مساوى اند. چرا؟

مركزي  زاوية  هر  است؟  مضلع  نوع  چه  شده  تشكيل  مضلع   ●
مقابل اضلاع  اين مضلع چند درجه است؟

از فعاليت فوق نتيجة زير به دست مي آيد:

360 است. 
n

Q =
o

وسعت زاوية  مركزي مقابل هر ضلع يك  n ضلعي منظم مساوي به

r,O(C( يك شش ضلعى منظم محاط شده است. ● در دايرة 
● مركز دايره را به رأس هاى شش ضلعى وصل كنيد؟چند مثلث تشكيل مى شود؟

● اندازة هر يك از زواياى مركزى مقابل اضلاع اين شش ضلعى چند درجه است؟
● مثلث هاى تشكيل شده چه نوع مثلث ها اند؟

ترسيم مضلع منظم

 دقت كنيد:

- در شــكل چنــد نــوع مضلــع را مي 

بينيد؟

- به نظر شــما اين مضلعات را چگونه 

رسم كرده اند؟

فعاليت

تمرين

G
H

A

B

C
D

E

F
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تمرين

نتيجة فعاليت فوق را مى توان به صورت زير بيان كرد:
طول ضلع هر شش ضلعى منظم مساوى به شعاع دايرة محيطى آن است.

مثال: دايرة كه شعاع آنcm 2 است چطور مى توانيم آنرا به يك شش ضلعى منظم 
محاط نماييم؟

حل: مى دانيم كه اندازة هر ضلع شش ضلعى منظم مساوى به شعاع دايرة محيطى آن 
است. 

پس دهانة پركار را به اندازة شعاع دايره يعنىcm 2 باز نموده به صورت پيوست روى 

محيط دايره قوس هاى مساوى جدا مى نماييم. از وصل نمودن نقاط مشخص شده يك 

شش ضلعى منظم به دست مى آيد.  

مساحت مضلع منظم از جنس محيط و شعاع دايره محاطى
 n و شــعاع دايره محاطى يك P محيط آنرا به ،A هرگاه مســاحت مضلع منظم را به

rP  است. براى ثبوت 
2
1A �= ضلعى را به r نشان دهيم؛ پس مساحت مضلع عبارت از 

به صورت زير عمل مى نماييم:

Page 19

r

A B

C

DE

F P AB n= �

1A AB r n
2

= � �

محيط مضلع        

1A P r
2

= � در نتيجه:                                                         

به  نماييد كه محاط  متساوى الاضلاع رسم  مثلث  يك   3cm به شعاع  دايرة  1- در 
دايره باشد. 
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r,O(C( اگر قطر به حرف d و محيط دايره به حرف C نمايش داده شود بين  در دايره 

اين دو عنصر دايره ارتباط زير موجود است. 
محيط دايره

قطر دايره
c Cons tan t
d

c 22C d(1) 3.14
d 7

P

P P P

= = =

ª º= = � = | |« »¬ ¼

 ]...14159.3[)(... |�= PPP Id
d

C

 ]...14159.3[)(... |�= PPP Id
d

C

 ]...14159.3[)(... |�= PPP Id
d

C  =C

r2d است، اگر اين قيمت را در رابطه)I( وضع نماييم محيط  =  يا 
2
dr = مى دانيم كه 

دايره از رابطه زير به دست مى آيد:
r2C

dC
S=

S=

براى محاســبة مســاحت دايره به رياضيات عالي ضرورت داريم. بدين منظور در اينجا 

از روش مشــاهده براى محاســبة مساحت دايره اســتفاده مى كنيم. براى اين كار دايرة 

را توســط اقطار به 12 حصة مســاوى تقســيم مى نماييم و هر قســمت را از 1 الى12 

شماره  زده، قطع مى نماييم آن ها را پهلو به پهلو مطابق شكل زير ترتيب مي نماييم، به 

وضاحت ديده مى شود كه يك شكل مشابه متوازى الاضلاع را به وجود مى آورد.

محيط و مساحت دايره 

در شــكل داده شــده، روابــط بين 

مجموع مساحت مثلث ها با مجموع 

مســاحت دايــره و مجمــوع طول 

اضلاع كوچك مثلث ها را با طول 

محيط دايره مقايسه كنيد؟

12
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5 4 3

2
1 121110987654321
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=× قاعده 
2
1 C محيط دايره 

2
1

=  مى دانيم كه قاعده b نصف محيط دايره است. چرا؟ يعنى: 
مى دانيم كه مساحت متوازى الاضلاع از رابطه زير به دست مى آيد.

و محيط آن از رابطة 2A rP= در نتيجه گفته مى توانيم كه مساحت دايره را از رابطة
C به دست مى آيد. 2 rP= =

مثال1: شعاع يك دايرهcm 14 است مساحت دايره را محاسبه نماييد.
2A مى باشد بناءً داريم كه: rP=  حل: مى دانيم كه مساحت دايره

22

2

615.75cmA196cm(3.14159)A
(3.14159)A
πrA

=��=

=
=

 2)14( cm�
         

   
مثال2: قطر يك دايرهcm 70 است شعاع و مساحت دايره را محاسبه نماييد.

 حل: با استفاده از رابطة مساحت دايره داريم كه:                                                                        

3848.4A)3.14159(35AπrA

35
2

70r
2
dr

22 =�=�=

==�=

 2cm                    

14 باشد شعاع و مساحت دايره را دريابيد. cmP مثال3: اگر محيط يك دايره
حل: چون محيط دايره  داده شده، جهت يافتن مساحت دايره اول بايد شعاع دايره را 

 محاسبه نماييم.

93.15377)14159.3(

7
2

14142142

14

2 =����=

==�=�=

=

ArA

rrr

cmC

P

PP

P

 2cm #

2rA به دست آوريم. S= - مساحت يك دايره به شعاع r را مى توانيم از رابطة 
r2C به دست آوريم. S= - محيط يك دايره به شعاع r را مى توانيم از رابطة 

تمرين
1- اگر محيط دايرهcm 41 باشد شعاع دايره را به دست آريد.

2- محيط دايرة را به دست آريد كه شعاع آن يك واحد طول باشد.
3- مساحت دايره را به دست آريد كه شعاع آن يك واحد طول باشد.

ارتفاع× قاعده= مساحت متوازى الاضلاع

مساحت متوازى الاضلاع  rb �=
 
=  rC �

2
1

 
 

C محيط دايره( مى باشد، پس داريم كه: 2 rP= = چون)

مساحت متوازى الاضلاع   22 r r r
1A
2

P P== = � �
از طرف ديگر ميدانيم كه مساحت متوازى الاضلاع و دايره تقريباً باهم مساوى اند بنابراين ميتوانيم 

مساحت دايره  2)( rA P= بنويسيم كه:
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● اگر از يك نقطة خارجى بالاى يك دايره دو مماس رسم گردد طول اين مماس 
ها باهم مساوي است.

0rd باشد نقطه بالاى محيط  22 =� 0rd باشد نقطه خارج دايره، اگر  22 >� ● اگر 
0rd باشد نقطه داخل دايره واقع است. 22 <� دايره و اگر 

 زاوية داخلى دايره:

● هر زاويه  يى كه از تقاطع دو قاطع در داخل دايره تشكيل شده باشد زاوية داخلى دايره 
ناميده مى شود.

مقابل  هاى  قوس  نصف حاصل جمع  به  مساوى  دايره  دا÷خلى  زاويه  هر  وسعت   ●

A  يك زاوية داخلى دايره باشد؛   اين زاويه و امتداد يافتة اضلاع اين زاويه است، اگر

 �
 

2
ba +

=D پس:

زاوية خارجى دايره:

● زاوية كه از اثر تقاطع دو مماس، دو قاطع و يك مماس و يك قاطع در خارج دايره 
تشكيل شده باشد زاوية خارجى دايره  ناميده مى شود.

  A ● وسعت هر زاويه خارجى مساوى به نصف تفاضل قوس هاى مقابل آن است، اگر

 �
 

2
ba �

=D يك زاوية خارجى دايره باشد؛ پس: 

 

مضلع:

● شــكلي كه از تقاطع چند قطعه خط تشكيل شده باشد و هيچ دو قطعه خط به امتداد 
يك خط مستقيم نباشد و هر رأس آن فقط و فقط نقطة تقاطع دو قطعه خط باشد مضلع 

ناميده مى شود.

خلاصة فصل دوم
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● مضلع كه اضلاع و زواياى آن با هم مساوى باشد مضلع منظم ناميده مى شود.
دايره محيطى مضلع: دايره يى كه به رأس هاى مضلع مماس باشد دايره محيطى 

ناميده مى شود.

مضلع  محاطى  دايره  باشد  مماس  مضلع  اضلاع  به  كه  دايره يى  مضلع:  محاطى  دايره 

گفته مى شود.

دايره خارجى محاطى مثلث: دايره يى كه به يك ضلع مثلث و دو ضلع امتداد 

يافته مثلث مماس باشد دايره يى خارجى محاطى مثلث ناميده مى شود.

o180 است. ● مجموعة زواياى مقابل يك چهار ضلعى مرسوم به دايره 
r2C به دست مى آيد. S= ● محيط دايره از رابطه 

 به دست مى آيد.
2rA S= ● مساحت دايره از رابطه 
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● در ســؤالهاى زير براى هر ســؤال چهار جواب داده شــده است دور جواب صحيح 
حلقه كنيد.

1- اگــر يك نقطة p به روى محيط دايره واقع باشــد طاقت نقطة مذكور نظر به دايره 
عبارت است از:

2)b        1 )a
d ( هر سه جواب درست است.        0 )c

2- اگر نقطة P خارج يك دايره واقع شود طاقت نقطه مذكور نظر به دايره در صورتى 
كه شعاع دايره r و فاصله نقطة مذكور از مركز دايره d باشد عبارت است از:

 022 >� rd  )b       0>� rd  )a
 022 >� dr  ) d       0<� rd  )c

C(O,r) فاصلــه دارد اگر قطر  3- يــك نقطه به انــدازة 13cm از مركــز دايره
دايرهcm 10 باشد طول قسمت خارجى قاطع از نقطة مذكور عبارت است از:

10 cm)b      13 cm )a
8 cm) d      12 cm)c

 10 cm 12 و قطر دايرهcm مساوى به )r,O( 4- اگر طول مماس از نقطة P به دايره 
باشد فاصلة P از O عبارت است از:

12 cm )b      13 cm)a
  5 cm) d      10 cm )c

8cmAP  و  = C(O,r) را تا نقطة P امتداد دهيم طورى كه  5- اگر وترABدايره
PT  عبارت است از: باشد طول مماس  BP 2cm=

8 cm)b      4 cm )a
d ( هر سه جواب غلط است.      2 cm )c

تمرينات فصل دوم
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● در سؤالات زير جاهاى خالى را با كلمات مناسب خانه پرى نماييد.
22 عبارت از ....................... نقطه نظر به يك دايره است. rd �   -1

  C(O,r) C(O,r) مماس باشد طاقت نقطة P نظر به دايرة 2-  اگر خط PT به دايرة
=  است.

2
PT عبارت از.......................

3- طاقت يك نقطة P نظر به يك دايره ................................... است، در صورتى كه 
نقطه بالاى محيط دايره واقع باشد.

4- طاقت يك نقطه نظر به يك دايره ...................... است، در صورتى كه نقطه داخل 
دايره واقع باشد.

نقطه  كه  در صورتى  است،   ....................... دايره  يك  به  نظر  نقطه  يك  طاقت   -5
خارج دايره واقع باشد.

واقع   ............... بالاى محيط   D و   A,B,C نقاط  باشد    PDPBPCPA �=� اگر   -6
بوده بناءً نقطة P خارج و يا داخل ...................... واقع است.

A,B و P روى يك مستقيم  A,B و T بالاى محيط دايره واقع باشند نقاط 7- اگر 
است در صورتى كه P خارج دايره   =

2
PT واقع اند در اين صورت ...................... 

واقع باشد.

در مقابل جمله هاى صحيح حرف)ص( و در مقابل جمله هاى غلط حرف)غ( را   ●
بنويسيد.

(طاقت يك نقطه نظر به يك دايره مساوى به مربع فاصلة نقطه از مركز دايره   ( -1
است.

(اگر يك نقطه به روى محيط يك دايره واقع باشد طاقت آن نظر به دايره   ( -2
صفر است.

(اگر يك نقطه داخل يك دايره واقع باشد طاقت نقطه نظر به دايره مذكور   ( -3
منفى است.
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(اگر يك نقطه خارج يك دايره واقع باشــد طاقت نقطة مذكور نظر به دايره   ( -4
متذكره مثبت است.

(طاقت يك نقطه نظر به هر دايره مثبت است.  ( -5
22 اســت. در صورتى كه d فاصله  rd � (طاقت يك نقطه نظر به يك دايره   ( -6

نقطه از مركز دايره و r شعاع دايره باشد.

● سؤالات زير را حل نماييد.
)o)8x  باشد  � )o)x2 و  o43P  و قوس هايى مقابل آن به ترتيب  =

�
1- در شكل زير اگر

 را دريابيد.
�

APC اندازه زاويه 

A

P

C

2X

X-8

 را در اشكال زير پيدا كنيد.
�

y  و 
�

x 2- اندازه هايى 

                   

                                                                          

 را در هر يك از شكل هاى زير تعيين كنيد.
 �
x 3- اندازة 

B
D
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Page 27
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4x

A

S
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B

x65

y

O D

E
F

A

O
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I

140
x

O

M

S

75

N

x

�   را در اشكال زير دريابيد.
y �  و

x 4- اندازه زاويه هاى 

5-  با استفاده از تعريف دايرة محاطى نشان دهيد كه مجموع زواياى داخلى هر مثلث 
o180 است.
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فصــل ســوم

هندسةتحليلى



هندسه تحليلى
Analytic Geometry

هندسه تحليلي عبارت از علمى رابطه بين الجبر و هندسه است كه روابط بين معادلات 
الجبرى و اشــكال هندســى را مورد بحث قرار مى دهد، رياضيدان فرانسوي ديكارت 
براى اولين بار، رابطه بين اشــكال معين هندســى و معادلات الجبرى را به دست آورد. 
و اظهار داشــت كه: بعضى از معادلات الجبرى يك شــكل معين هندسى دارد. از اين 
كه اساس علم هندسه را نقطه و اساس معادلات الجبرى را عدد تشكيل مى دهد بدين 

منظور لازم است كه ابتدا رابطه بين نقطه و عدد را مورد مطالعه قرار دهيم. 
ديكارت براى رابطه بين عدد و نقطه يك سيستم يا دستگاه قايم محورات را معرفى 

نمود كه تا فعلاً به نام وى ياد مى گردد.
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فعاليت

فاصله بين دو نقطه
 Distance between two Points

 ),( 22 yxB ),( و  11 yxA هر دو نقطة 

در مســتوي مختصات قايم يك قطعه 

خط ماننــد AB را تعييــن مي كند. به 

نظر شما چگونه مي توان فاصله بين دو 

نقطة A و B را محاسبه كرد؟

B(5,4) را در سيستم كميات وضعيه نشان دهيد.  A(3,5) و  ● موقعيت نقاط 
AB  را رسم كنيد. ● قطعه خط 

● فاصله بين نقاط A و B را محاسبه نماييد.

y,A(x( و  11 از فعاليت فــوق مي توانيم به صورت عمومي فاصلــه بين دو نقطة كيفي

y,B(x(  را طور زير به دست آريم: 22

در شــكل زير مثلثAHB يك مثلث قايم الزاويه است.  با استفاده از قضية فيثاغورث 

مي توانيم فاصله بين دو نقطة A و B را طور زير دريافت نماييم.

  222
HBHABA +=

 نظر به قضية فيثاغورث .........  

xx1

y

A

O

B

x2

y1

y2

H
1x  - x2

1y  - y2

 ),( 22 yx

 )
,

(

1
1
y

x

22 1 2 2
2 1 2 1

2 1

2 2
2 1 2 1

( ) ( )

( ) ( )

½= � ° � = � + �¾
= � °¿

= � + �

AH x x
AB x x y y

BH y y

AB x x y y

xx1

y

A

B

x2

y1

y2
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تمرين

B)4,5( را دريابيد. A)7,1( و  مثال1: فاصله بين نقاط 
حل: با استفاده از فورمول فاصله بين دو نقطه داريم كه:

unitBA

BA

yyxxBA

5

52961)74()15(

)()(

22

2
12

2
12

=

=+=�+�=

�+�=

A)4,3( را از مبدأ كميات وضعيه محاسبه نماييد. مثال2: فاصلة نقطة

O)0,0( بــوده بنــاءً فورمــول فاصله بيــن دو نقطة شــكل  حـل: چــون مختصــات مبــدأ

 را به خود اختيار مى كند. 
 ��+�= 2

2
2

2 )0()0( yxOA 22 yxAO +=

55261943 2222 =�=+=+=+= AOyxAO unit

عبارت است از: 2 2( , )B x y و
1 1( , )A x y فاصله بين دو نقطة

 2
12

2
12 )yy()xx(AB �+�=

فاصله بين اين دو نقطة اختيارى را ميتوان به d نيز نمايش داد؛ طور زير:

 2
12

2
12 )()( yyxxd �+�=

) از مبدأ كميات وضعيه عبارت است از:  , )P x y فاصله هر نقطة اختياري 

2 2= +OA x y

B)0,2( را دريابيد؟ A)3,0( و 1- فاصله بين نقاط
Q)7,3(  را دريابيد؟ P)3,1(  و 2- فاصله بين نقاط 

C)9,11( مختصات رأس هاي يك مثلث باشــد،   )7,3( و  ��B ، )4,1(�A 3- اگــر 
محيط مثلث را محاسبه نماييد؟

 )0,2(,)2,6( AB 4- مساحت مثلثي را به دست آريد كه رأس هاي آن از نقاط زير 
C)2,1( بگذرد؟ و 
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بــه شــكل مقابل نــگاه كنيــد بالاي 

كــدام يكي از زينه ها به آســاني بالا 

شــده مي توانيد. چرا؟ علت آنرا بيان 

نماييد.

ميل خط مستقيم

 2 1

2 1

y y
x x

�
�

AB  باشد نسبت ),( دو نقطة كيفي خط مســتقيم  22 yxB 1 و 1( , )A x y اگر

AB  گويند و طور زير مي نوشته مي شود: را ميل خط مستقيم 

2 1

2 1

y ym
x x

�
=

�
   

مثال 1: ميل خط مســتقيمي را دريافت كنيد كه از 

B(4,6) بگذرد.  ، (3,5)A نقاط 

2 به دست مي آيد لذا داريم  1

2 1

y ym
x x

�
=

�
حل: مي دانيم كه ميل يك خط مستقيم از رابطة 

  ABm  
1

34

56
AB

m
12

12 =
�
�

=
�
�

=
xx
yy كه:                                                                   

              

)4,(  مي گذرد در آن قيمت k را  kB A(2,5) و مثال 2: خط مستقيمي كه از نقاط

طوري تعيين نماييد. كه ميل خط مستقيمAB مساوي به 3 باشد. 

A

B

y1

y2

x1 x2
1x  - x2

1y  - y2

x

y

D

D

O
A

B

y1

y2

x1 x2
1x  - x2

1y  - y2

x

y

D

D

O
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تمرين

2 طوري زير استفاده مي كنيم: 1

2 1

y ym
x x

�
=

�
حل: جهت محاسبة قيمت k از رابطة 

                                

 11K =

P)3,2( و مبدأ كميات  نقطة  از  به دست آريد كه  3: ميل خط مستقيمي را  مثال 
وضعيه بگذرد.

 O(0,0) حل: چون خط مستقيم از مبدأ كميات وضعيه مي گذرد و مختصات مبدأ
2است ميل آنرا طور زير به دست مي آريم: 1

2 1

y y 3
m

PO x x 2

m 1.5
PO

� �
= =

� �
=

 POm

 POm

 
2

3

20

30

�
�

=
�
�

=
 

2

3
=

)1,1( بگذرد؟ ��B A)1,1( و   1- ميل خط مستقيمي را به دست آريد كه از نقاط 

را    a1,( مي گذرد قيمت( aB ) و  2,2 3)A � نقاط  از  2- در خط مستقيمي كه 

3 باشد؟ طوري تعيين نماييد كه ميل خط مستقيم 

 

11k65k
24

5k
3

xx

yy
m

12

12

=�=�
�
�

=

�
�

=
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فعاليت

در شــكل داده شــده زينه را در نظر  

گرفته بگوييد كــه چه رابطه بين دو 

بازوى زينه موجود است.

ميل خطوط مستقيم موازي

● در كميات وضعية مختصات  قايم، دو خط مستقيم 

'2 را باهم طورى موازي رســم كنيد كه با  '1 و 

جهت مثبت محور x زواياي حاده را  بسازند.

'2 را محاســبه كرده و با هم  '1 و  ● ميل خطوط 

مقايسه كنيد. ببينيد آنها با هم چه رابطه دارند؟

'2 با جهت  D وخط مســتقيم
1
'1  با جهت مثبت محور x زاوية ● اگر  خط مســتقيم

D  با يكديگر چه رابطه دارند؟
2
D و  

1
D را بسازد، آنگاه 

2
مثبت محور x  زاوية 

به صورت عمومي نتيجة فعاليت فوق را طور زير بيان مى نماييم:

خطوط مستقيم موازي داراي ميل هاي مساوي مي باشند.

اگر دو خط مستقيم ميل هاي مساوي داشته باشند در نتيجه زواياي كه با جهت مثبت 

محور x مي سازند نيز با هم مساوي اند.

x

y

D
O

D1 2

' '1 تمرين2
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 2' ) و خط مســتقيم  6, 11)B � � A)5,2( و  '1 از نقاط  مثـال: اگر خط مســتقيم 

'2 بين هــم ديگر چه رابطه  '1 و  D(3,8) بگذرد خطوط  )6,4( و  ��C از نقــاط 

دارند.

'2 را محاسبه مى كنيم: '1 و حل: ميل هاي خطوط مستقيم
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'1 باهم مساوى اند بناءً اين خطوط با هم موازي   و 
2' چون ميل هاي خطوط مستقيم 

اند. 

D)5,0(  رأس هاي يك چهار ضلعي  � C)0,3(  و  �  ، B(0,5)  ، A(3,0) اگر نقاط 

باشند.

الف: اضلاع مقابل چهار ضلعي باهم چه ارتباط دارد؟
ب: ميل قطرهاي آنرا دريابيد.

تمرين
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OPQR يك لوزي  چهار ضلعي 

توانيد خصوصيات  آيا مي  است. 

لوزي را با كمك مختصات رأس 

آن بيان كنيد.

ميل مستقيم هاي عمود با هم

تعريف

فعاليت
D)1,3( را در مختصات كميات وضعيه قايم نشان  )4,4(,)3,1(,)0,0( و  OBC ● نقاط 

دهيد.

D  شكل OBCD را به دست آريد. OBC  و  ,, ●  با وصل نمودن نقاط 

DO  را محاسبه كنيد. OB,BC,CD  و  ● طول اضلاع 

● نشان دهيد كه قطرهايOC وBD با هم ديگر عمود اند.

از نتيجة فعاليت فوق تعريف زير به دست مى آيد:

2m وقتي بر  1m و  '2 با ميل هاي  '1 و  دو خط مستقيم 

يكديگر عمود اند كه رابطه زير بين آنها برقرار باشد.  

121 �=�mm

x

y

P

O

R

Q

x

' 1

y

O

' 2
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مثال1: خط مســتقيمي كــه از نقاطA(7,5) و B(1,1) و خط مســتقيمي كه از نقاط

C(0,5) و D(2,2) مي گذرد با هم چه رابطه دارند؟

حل:                                    

2 5 3

2 0 2
mCD

� �
= =

�
 =CDm
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2

6

4

71

51

xx

yy
AB

M
12

12 =
�
�

=
�
�

=
�
�

= =ABm

CD  با هم عمود اند.           AB  و   است، بناءً خطوط 
2 3

1
3 2

m mAB CD
�

� = � = � =� CDAB mm چون 

                

           

C)5,6( ســه رأس يك مثلث اند. نشــان دهيد كه مثلث  )3,8(,)1,6( و AB 1- نقاط 

قايم الزاويه است.

)1,1(,)5,7( و قطعه خطي كــه از نقاط  AB 2- وضعيــت قطعــه خطي كــه از نقــاط 

)2,2(,)5,0( مي گذرد با هم ديگر تعيين كنيد. CD

B)5,7(  و قطعه خطي كه از نقاط  A)4,2(  و  3- وضعيــت قطعه خطي كه از نقــاط 

)5,3(  مي گذرد با هم ديگر تعيين كنيد. ��D )4,1(  و �C

تمرين
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فعاليت

چند نقطه را روي خط شــكل مقابل 

انتخاب كنيد.

چه رابطه يى بين فاصله و ترتيب نقاط 

روي خط مي بينيد؟

معادلة خطي مستقيمي كه دو نقطة 
آن معلوم باشد

  ),( 22 yxB ),(  و  11 yxA ● دو نقطة  كيفي 

را در سيستم كميات وضعيه مشخص كنيد.

B باهم وصل شوند چه به  A و ● اگر نقاط

دست مي آيد.

 ),( yxM ● يــك نقطة كيفي ديگري مانند

AB  در نظر گرفته  را بــالاي خط مســتقيم 

نشاني كنيد؟

 x B  بالاي محورهاي  AM  و  , ● از نقاط 
y  عمودها رسم و نام گذاري كنيد؟ و 

از انجام فعاليت فوق چنين نتيجه گيري مي نماييم:

),( نيز  yxM ),(  بگذرد و نقطة  22 yxB ),(  و  11 yxA معادلة خط مستقيمي كه از نقاط 

بالاي اين خط مستقيم قرار داشته باشد داراي شكل زير است:

1 2 1

1 2 1

2 1
1 1

2 1

y y y y

x x x x

y y
y y (x x )

x x

� �
=

� �
�

� = �
�

x

y

O

'

x

y

O

M(x,y
)

x1 xx 2

y

y

1

y2

A(x 
 ,y 

)
1

1

B(x 
 ,y 

)
1

1



56

)1,2( بگذرد. �B A)4,3( و مثال: معادلة خط مستقيمى را بنويسيد كه از دو نقطة 

حل: با استفاده از معادلة خط مستقيمي كه دو نقطة آن معلوم باشد مي توانيم بنويسيم 

كه:    
1 2 1

1 2 1

y y y y

x x x x

y 4 1 4 y 4 5

x 3 2 3 x 3 1
y 4 5(x 3)

y 5x 15 4 5x 11

� �
=

� �
� � � � �

= � =
� � � �
� = �
= � + = �

 
5

3

4
=

�
�

�
x
y

 115 �= xy

B)4,3( بگذرد؟ )1,2( و  �A 1- معادلة خط مستقيمى را دريابيد كه از نقاط 

)6,5()4,1(,)3,1( باشد. ABæC )6,5()4,1(,)3,1( و� ABæC � AM  مثلث را دريابيد كه رأس هاي آن  2- معادلة ميانه 

تمرين
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  MA با ميل   ABدر شكل مقابل ميل

چه رابطة دارند؟

آيا ميل هر قطعه خط مســتقيم ديگرى 

AB  ويا موازى با خط  كــه روي خط 

  AB AB  انتخاب كنيم بــا ميل خط 

برابر است يا خير اگر است چرا؟

معادلـة خطي مسـتقيمي كـه ميل و 
يک نقطة آن معلوم باشد

),( آن معلوم باشد  22 yxB ),( و  11 yxA مي دانيم معادلة يك خط مستقيم كه دو نقطة

                                                
1 2 1

1 2 1

y y y y
x x x x

� �
=

� �

عبارت است از:    

                                                   

2 1
1 1

2 1

( )
y yy y x x
x x

�
� = �

�
يا  

2 ميل خط مستقيم را نشان مي دهد بناءً معادلة فوق شكل زير را به خود  1

2 1

y y
x x

�
�

چون 

اختيار مي كند. 

                                           1 1( )y y m x x� = �                                 

1 و ميل آن  يعني  1( , )A x y معادلة اخير معادلة خط مستقيمي است كه يك نقطة آن 

m معلوم است.

 باشد.
2

1
)3,2( مي گذرد و ميل آن  مثال1: معادلة مستقيمي را بنويسيد كه از نقطة 

x

y

A

O

B

M

x1 xx 2

y

y

1

y2
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تمرين

  )( 11 xxmyy �=� حل: چون ميل و يك نقطة خط مستقيم داده شده پس از معادلة  

مي توانيم بنويسيم:        

2( 3) ( 2)

2 6 2

2 4

y x
y x
y x

� = �
� = �
� =

1
3 ( 2)

2
y x� = �

 

2
2

1

42

62

+=

+=
�+=

xy

xy
xxy

                          
       

bmxy  مي باشد كه در آن m ميل خط مستقيم +=  شكل عمومي معادلة خط مستقيم 

و b ترتيب  نقطة تقاطع با محور y است.

134 باهم چه رابطه دارند؟ �=� yx 543 و  =+ yx مثال2: معادلة خطوط مستقيم
حل: با استفاده از ضرايب معادلات دو خط مستقيم داريم كه:

134

543

222

111

=�==
�===

cba
cba

 است، بناً خطوط داده شده متقاطع اند.
3

4

4

3

�
z  يعني 

2

1

2

1

b
b

a
a

z 1- چون 

1 است، پس اين دو خط  مستقيم در نقطة 
3

4

4

3
�=

�
× يعني 1 1

2 2

1
a b
a b

× = � 2- چون

تقاطع با هم عمود اند.

1-  معادلة خط مستقيمي را دريابيد كه ميل آن 4 و محور y را در نقطة 3- قطع كند.
 2� گذشته و ميل آن  )4,5( �P 2-  معادلة خط مستقيمي را به دست آريد كه از نقطة 

باشد.
0568 را معلوم كنيد. =++ yx 0134 و  =�+ yx 3-  حالات خطوط 
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2 به دســت 
2 1 2 1( ) ( )AB x x y y 2= � + � B  از رابطة A  و  ● فاصلــه بين دو نقطة 

مي آيد.

به دست مي آيد.
 

 

12

12

xx
yym

�
�

=
 
● ميل هر خط مستقيم از رابطة

● مستقيم هاى موازي داراي ميل هاي مساوي اند.

● ميل هر مستقيم مواز ي با محور x صفر و ميل هر مستقيم عمود بر محور x تعريف نشده.

)1(� ● دو خط مســتقيم وقتي باهم عمود اند كه حاصل ضرب ميل هاى آنها مساوي به

شود.

● سه نقطة اختياري زماني بالاي يك خط مستقيم قرار مي گيرند كه ميل هر قطعه خط 

 ACBCAB =+ آنها با هم مساوي باشند. يا 

خلاصة فصل سوم
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● در سؤالات زير به هر سؤال چهار جواب داده شده است جواب صحيح آن را انتخاب كنيد.

1- حاصل ضرب ميل هاى دو خط عمود بالاى همديگر:
d(منفي يك است. f است.   )c b( صفر است.  a(  )1( است.  

2- معادله خط مستقيم كه ميل و نقطة تقاطع آن با محور y معلوم باشد عبارت است 
از:

  )( 11 xxmyy �=� )d          y mx b= +  )c  by = )b    y mx c= +)a

3- معادله خط مستقيم كه دو نقطة آن معلوم باشد عبارت است از:

y mx= )d  
 

12

12

1

1

xx
yy

xx
yy

�
�

=
�
�

)c  
12

1

12

1

xx
xx

yy
yy

�
�

=
�
�

 )b  y mx b= + )a

B  از كدام فورمول زير به دست مي آيد: A  و  4- فاصله بين دو نقطه 

  2
21

2
21 )yy()xx(AB +�+= )b        2 2

1 2 1 2( ) ( )AB x x y y= + + +  )a
2 2

2 1 2 1( ) ( )AB x x y y= � + � )d      2 2
2 2 2 1( ) ( )AB x y x y= + + �  )c

5- فاصله بين يك نقطه و مبدأ كميات وضعيه عبارت است از:

 d 2 2
1 1AB y y= +   )b                                     d 2 2

1 2AB x x= + )a

 d 2 2AB x y= �  )d                                     d 2 2AB x y= +   )c

6- ميل يك خط مستقيم عبارت است از:

12

12

yy
xxm

+
+

=  )d   
12

12

xx
yym

�
�

=  )c
    12

12

xx
yym

+
+

=  )b    
12

12

yy
xxm

�
�

= )a

7- دو مستقيم وقتي با هم مواز ي اند كه:

a(   ميل هاي آنها با هم مساوي باشد.            b( ميل هاي آنها مساوي نباشند.
.c(حاصل ضرب ميل هاي آنها منفي يك باشد.         d( همه درست است.

تمرين فصل سوم
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● جا هاي خالي را با كلمات مناسب پر كنيد.

1- درسيستم كميات وضعيه محور x را محور ...... و محور  y را محور ....... گويند.

 .................... آنها   y و   .......................... آنها   x كه  دارند  قرار  نقاطي  دوم  ناحية  در   -2

است.

3- در ناحية سوم نقاطى قرار دارند كه هم x و هم y آنها............................... است.

4- دو مستقيم موازي با جهت مثبت محور x زواياي .............................. مي سازد.

5- ميل هر مستقيم موازي با محور x .......................... است.

آنها خط  قطعه  هر  ميل  كه  دارند  قرار  مستقيم  خط  يك  بر  زماني  نقطه  سه   -6 

 با هم................. باشد.

7- اگر ميل دو خط با يكديگر مساوي نباشد آن دو خط ...................... اند.

● كدام يك از جملات زيرصحيح و كدام يك از آن ها غلط اند. در مقابل صحيح 

حرف)ص( و در مقابل غلط حرف )غ( بگذاريد.

( مستقيم هاى موازى داراى ميل هاى مساوى اند.  ( -1

( دو مســتقيم وقتى باهم عمود اند كه حاصل ضرب ميل هاى شان مساوى به   ( -2

باشد.  )1(+

mxy  است. = ( شكل عمومى معادلة خط مستقيم   ( -3
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● سؤالات زير را حل نماييد.

1- نقطه هاي كه كميات وضعية آن ذيلاً  داده شده در مستوي كميات وضعيه تعيين كنيد.

)0,5(:4)4,0(:3)3,2(:2)1,0(:1 �

2- فاصله بين هر جوره از نقطه هاي را كه كميات وضعية آنها ذيلاً داده شده است 

معلوم كنيد؟

1: (0,9) , ( 5, 4) 2 : (4,1) , (3, 2) 3 : ( 7 ,4) , (1, 11)� � � �        
3- نشان دهيد كه نقطه هاي داده شده زير رأس هاي يك مثلث قايم الزاويه بوده و 

مساحت آن را نيز به دست آريد؟

1: (0,9) , ( 4, 1) , (3, 2) 2 : (3, 2) , ( 2,3) , (4, 4)� � � � �

4-  نشان دهيد كه نقطه هاي داده شدة زير بالاي يك خط مستقيم قرار دارند.

1: (0,4) , (3, 2) , ( 2,8) 2 : (1,2) , ( 3,10) , (4, 4)� � � �

5- ميل و يك نقطة خطوط در زير داده شده است، معادله هاي آنها را به دست آريد؟

2,)4,1(:3
3

2
,)1,4(:2

2

1
,)3,2(:1 �=���=��= mmm

)3,1( باشد مساحت  � )1,3(,)3,1(,)1,3( و  ��� 6-  اگر رأس هاي يك مستطيل 

آنرا دريافت نماييد؟

باشد طول  )4,11( )9,4(,  و   )4,2(),9,5(),9,14( 7- اگر رأس هاي يك متوازي الاضلاع

اقطار آنرا دريابيد؟

رأس هــاي يك متوازي   )3,6( و (12,0) , ( 9, 4) , ( 3,1)� � 8- نشــان دهيد كه نقاط

الاضلاع است؟

)3,1( باشند كميات وضعية نقطه  � و )0,5(,)2,3(� 9- اگر رأس هاي يك مثلث 

هاي وسطي اضلاع آن را به دست آريد؟

P)5,4( گذشته و به ترتيب  10- معادلات خطوط مستقيمي را دريابيد كه از نقطة 

يكي آن با محور x و ديگر آن با محور y موازي باشد.



فصـل چهارم

مثلثات
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فعاليت

اگر يك كاغذ پران در هوا در حالت 

پرواز باشــد چگونه مي توانيد فاصلة 

آن را از زمين محاسبه كنيد؟

ساين يك زاوية  حاده

E را انتخاب كرده ايم، از اين   بالاي وترAC  نقاطD و
 Δ

ABC ● در مثلث قايم الزاوية

 AB در مثلث خطوط موازي ها رسم نموده نقاط تقاطع آنها به ضلع  CBنقاط به ضلع

G بناميد. را به ترتيبF و

● با اســتفاده از خط كش اضلاع مثلث را اندازه 

را 
 

 

AC
BC و   

 

AB
FD

AE
GE

= نســبت هاي و  گرفتــه 

محاسبه نموده با هم مقايسه كنيد.

E نسبتهاي   ● آيا با تغيير محل نقاطD و

 تغيير مي كند؟ 
 

 

AC
BC و 

 

AB
FD

AE
GE

=

A تغييري ايجاد مي گردد؟ ، در مقدار زاوية   ACآيا با تغيير محل نقاط روي ●

كنيد  فكر  دهيد.  افزايش  را 
 �
A زاوية و  نگه داريد  ثابت   را    AB اكنون طول خط   ●

تساوي نسبت هاي فوق چگونه اتفاق مي افتد؟ تحقيق كنيد.

B

C

A

D

F G

E

تعريف
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در هر مثلث قايم الزاويه نســبت ضلع مقابل يك زاوية حاده بر طول وتر هميشه مساوي 

sinQ به يك مقدار ثابت اســت كه به وسعت زاوية حاده بسته گي دارد. اين نسبت را

)ساين زاوية حاده( مي ناميم: 

B

C

A

D

F G

E

A

C

B
θ

A

C B

5

4

3

 Q طول ضلع مقابل زاوية
sinطول وتر BC

AC
Q = =

sin را به دست آوريد. B sin و  A مثال: در شكل زير مقدار 
حل:

B

C

A

D

F G

E

A

C

B
θ

A

C B

5

4

3

A طول ضلع مقابل زاوية
طول وتر

B طول ضلع مقابل زاوية
طول ضلع وتر

4sin sin 0.8
5
3sin sin 0.6
5

BCA A
AB
ACB B
AB

= = = � =

= = = � =

 �

 �

 �

 �

را دريابيد. xمساوى 0.5446 باشد، در شكل زير قيمت عددي  
o33sin 1- اگر

M

63°

4

63°

33°

x
x

x
15

H

E

F G

H
O

A

C

B3

x

y

�

1 Unit

o80  را به ترتيب رسم نموده سپس بر روي هر زاويه يك مثلث  65o80 و  ,40o o2- زواياي 
قايم الزاويــه جداگانــه رســم نماييد با اســتفاده از خط كــش و اندازه گيــري اضلاع

sin80o را دريابيد و با هم مقايسه كنيد. sin و  40 , sin 65o o

تعريف
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يك درخت ناجو عقب يك ديوار قرار 

دارد. يك شــاگرد مــي خواهد بداند 

درخــت از ديوار چقــدر فاصله دارد. 

براي دريافت فاصله فقط يك زينه در 

اختيار دارد، بگوييد كه او راجع به چه 

فكر مي كند

كوساين يك زاوية حاده

● مثلث هاي تشكيل شده در شكل مقابل را نام ببريد.

DE  با هم  چه رابطة دارند؟ چرا؟ BC  و  ●

ADE باهم چه رابطه دارند؟ ABC و  ● مثلث هاي 

● فاصلة زينه را الى ديوار و بعد الى درخت به دست آريد.

AE  را به دست آريد. ● به كمك قضية تالس مساوات زير را تكميل  و طول
 

AE
...

AC
AB

=
       

● اين مقدار به چه چيزى بسته گى دارد؟

از انجام فعاليت فوق تعريف زير به دست مي آيد:

به صورت عموم در مثلث قايم الزاوية ABC كه يك زاوية حادة آنT  است، نسبت طول 
ضلع مجاور اين زاويه برطول وتر مثلث را به نام cosine T)كوساين زاوية T ( ياد مي كنند.

A

C

B
θ

Q طول ضلع مجاور زاوية
cosطول وتر AB

AC
Q = =

A B

C

D

E

تعريف
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B باشد،  نشان  60
�

= o =o30  و زاوية 
�

A مثال: در مثلث قايم الزاويهAHB اگر زاويه

 
3 1cos30 , sin 30

2 2
= =o o و  

1 3cos60 , sin 60
2 2

= =o o كــه: دهيد 

است.

AH را مي توانيم چنين بدست آريم: حل: با استفاده از قضية فيثاغورث ارتفاع 

 

10
3

10
35

AB
AH30cos,

2
1

10
5

AB
BH30sin

2
1

10
5

AB
BH60cos,

2
3

10
35

AB
AH60sin

35AH75AH

7525100AH5AH10
HBAHAB

2222

222

======

======

=�=

=�=�+=

+=

oo

oo

 

2
3

10
35

AB
AH30cos,

2
1

10
5

AB
BH30sin ======

 

2
1

10
5

AB
BHcos60,

2
3

10
35

AB
AHsin60 ====== oo

A

H B60°

10

5

30°

60 تحقيق كنيد. 
o

45 و ,30
o o

2 را براي زاويه هاي 2sin A cos A 1+ = 1- رابطة 
cos را دريابيد. Aو sin A2- در مثلث قايم الزاوية زير قيمت عددي

A

H
B C

A B

C

C′

21

60°

10N 30°

xy

A

H B60°

10

5

30°

A

B C

53

4

10 واحد طول است  8,6 و  ABC كه طول اضلاع آن  الزاويه  3- در مثلث قايم 
cos را محاسبه نماييد.  A sin و  A نسبت هاي مثلثاتي
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يك شاگرد به مقابل بيرق ايستاد شده، 

فكــر مي كنــد كه طــول ميله بيــرق را 

چگونه دريافت كند؟

تانجنت يك زاوية حاده

 
 �
B  در آن قايمه اســت نســبت هــاى مثلثاتــى زاوية

 �
A  كــه زاويــه

 Δ
ABC در مثلــث

AC رسم شده  MN موازي به را در نظر بگيريد. طوريكه قطعه خط  
)Bcos,B(sin

��

است.

cosB را بر  sinB و  ،
 Δ

ABC ● بــا در نظر داشــت مثلــث

ABC بنويسيد. حسب اضلاع مثلث 

 بنويسيد.
 Δ

ABC sin را بر حسب اضلاع مثلث
cos
B
B

 ●

sinB را بر حسب اضلاع مثلث  بنويسيد.
cosB

cosB و   ،sinB  ،
 Δ

BMN ●  با استفاده از مثلث

cos را پيدا كنيم، آيا اين نســبت به طول اضلاع  B
sin B

● فكــر مي كنيد اگر در مثلث فوق 

ارتباط مي گيرد يا تنها به مقدار زاويه بسته گي دارد؟

از انجام فعاليت فوق نتايج زير به دست مي آيد:
نتيجه 1: در يك مثلث قايم الزاويه نسبت طول ضلع مقابل يك زاوية حاده بر طول ضلع 

)تانجانت زاوية حاده( ياد مي گردد. tanQ مجاور آن زاويه مقدار ثابتي است كه به نام

θ

C

A B

Q طول ضلع مقابل زاوية 
Q طول ضلع مجاور زاوية

ABtan
AC

T = =
 

AC
AB

B

C

A

N

M



70

تمرين

نتيجه 2 : تانجانت زاوية حاده  )Q( مساوي است با نسبت ساين زاوية حاده  بر كوساين 
همان زاويه.

cotangent T مقــدار ديگري اســت كــه آن را بــه نام cos
sin

Q
Q

نتيجـه 3 : نســبت
 Q ( ياد مي كنند يا به عبارة ديگر نســبت طول ضلع مجاور زاوية  Q )كوتانجانــت زاوية

cotQ مي گويند اين نسبت مانند نسبت هاي مثلثاتي ديگر  Q را  بر طول ضلع مقابل زاوية
تنها به اندازة زاويه ارتباط دارد. 

قيمت  باشد   
 

3
38x = اگر  مقابل  درمثلث   :1 مثال 

  را به دست آريد.
o30tan

tanQ مي توانيم بنويسيم كه: حل: با استفاده از تعريف 
 

3
3

8
1

3
3830tan8

3
38

8
30tan =�=�÷== oo x

 در زيــر ترســيم 
 Δ

ABC مثـال 2: مثلــث قايــم الزاويــه 
 tan  Q نســبتهاي  مثلــث  ايــن  در  اســت.  گرديــده 

رابطــه و  آورده  دســت  بــه  را    cot  Q و   cos  Q  ، 

sin مقايسه كنيد.  Q cos و   Q tan را با نسبت   Q
 

 Δ
ABC مثلث در  فيثاغورث  قضية  از  استفاده  با  ابتدا  حل: 

AC  را پيدا مي كنيم. 2طول  2 2

2 2 2 2 2

BC AB AC
5 3 x 25 9 16 4

3 4 3 4sin C cosC , tan C , cot C
5 5 4 3
3

sinC 3 4 3 5 3 3 sin C5 tan C tan C4cosC 5 5 5 4 4 4 sin C
5

x x x
= +

= + � = � � = � =

= = = =

= = ÷ = × = = � =

 222
ACABBC +=

 Q  Q  Q  Q

 Q
 Q

 Q  Q  
Q
Q

cos
sin

 cotQ و  tanQ ، cos ,sinQ Q 1- از شكل هاي مقابل
را دريابيد.

3- در يك مثلث قايم الزاويه اگر قاعدة آن ثابت نگه داشته شود و زاوية  حادة آن 
tanQ آن چه تغييري رخ مي دهد؟ بزرگ شود، در نسبت 

sintan
cos

QQ
Q

=

B 30°

8 x

C

A

θ

θ

A C

3
5

3

8

510

B

x
θ

A

C

B

B

A

CB

6

4

B 30°

8 x

C

A

θ

θ

A C

3
5

3

8

510

B

x
θ

A

C

B

B

A

CB

6

4

�  را دريابيد.
Btan �  و

Atan  كه اضلاع آن با هم مساوي است
 Δ

ABC 2- در مثلث

B 30°

8 x

C

A

θ

θ

A C

3
5

3

8

510

B

x
θ

A

C

B

B

A

CB

6

4
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 را رسم نماييد.

 Δ
ABC ● يك مثلث متساوي الاضلاع 

AH  آن را رسم نماييد، ارتفاع در اين نوع مثلث كدام خاصيت ها را داراست؟ ● ارتفاع 

● با استفاده از قضية فيثاغورث اندازه ارتفاع مثلث مذكور را دريافت نماييد.

60o را دريافت كنيد؟ 30o و ● آيا مي توانيد قيمت هاي عددي نسبت هاي مثلثاتي زواياى
 را طوري رســم نماييد كه طول 

 Δ
ABC ● يك مثلث متســاوي الســاقين قايم الزاويــة 

ساق هاي آن يك واحدطول باشد.

● هر يك از زاويه هاي حاده چند درجه است؟ چرا؟ اندازة طول وتر آن را محاسبه كنيد.

را به دست آريد. 45o ● نسبت هاي مثلثاتي زاوية

براي انجام فعاليت بالا مي توانيم از جدول زير استفاده نماييم:

sin

0°

0

1

0 1

1

0

30° 45° 60° 90°

cos

tan 3

—12

—12—32

—33

—22 —32

—22

زاويه                       
نسبت هاي مثلثاتي

تعريف نشده

 نسبت هاي مثلثاتي زواياي خاص
(°30,°60 ،°45 و 90° )

مثلــث هاى مقابــل چه نــوع مثلث ها 

بوده، آنها را نام گرفته طول اضلاع آن 

را مشخص كنيد.

45

45

A

B C

A

H
6060
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مثال: در رابطه هاي زير قيمت هاي عددي x  و y را دريابيد:
1) sin 60 sin 30 2) cos60 cos30
3) tan 60 sin 30 4) tan 30 cos60
5) tan 45 sin 45 6) tan 30 tan 60

x y
y
y

= + = +

� = �

� = +

o o o o

o o o o

o o o o

1) sin 60 sin 30 2) cos60 cos30
3) tan 60 sin 30 4) tan 30 cos60
5) tan 45 sin 45 6) tan 30 tan 60

x y
y
y

= + = +

� = �

� = +

o o o o

o o o o

o o o o

1) sin 60 sin 30 2) cos60 cos30
3) tan 60 sin 30 4) tan 30 cos60
5) tan 45 sin 45 6) tan 30 tan 60

x y
y
y

= + = +

� = �

� = +

o o o o

o o o o

o o o o

 
=
=
x
x

)5
)3

حل: در روابط فوق به عوض هر نسبت مثلثاتي قيمت عددي آن را وضع مي نماييم:
 

3
3333

3
360tan30tan)6

2
22

2
2145sin45tan)5

6
332

2
1

3
360cos30tan)4

2
132

2
1330sin60tan)3

2
13

2
3

2
130cos60cos)2

2
13

2
1

2
330sin60sin)1

+
=+=+=

�
=�=�=

�
=�=�=

�
=�=�=

+
=+=+=

+
=+=+=

oo

oo

oo

oo

oo

oo

y

x

y

x

y

x

 

2
31+

يادداشت: در هر مثلث قايم الزاويه داريم كه:
 1cossin 22 =+ AA

را   60 o 45 و ,30o oزواياي cot و   tan  ،  cos  ،  sin مثلثاتي  نسبت هاي  زير  اشكال  در 
دريابيد:

30°

60°
10

O

�

�

60° 8
4

30°

5

1

1

 

3
34

=
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    خلاصة فصل چهارم

● مثلثــات)Trrigonometry( از دو كلمــه يونانــي)Trigon( يعنــي مثلــث و 

)metron( يعني اندازه كردن تشــكيل شده و عبارت از علمي است كه از روابط بين 

عناصر مثلث بحث مي كند.

● در هــر مثلث قايم الزاويه نســبت طول ضلع مقابل زاوية حاده بــر طول وتر را به نام 

sine زاويه حاده ياد مي كنند.

 cosine در هر مثلث قايم الزاويه نسبت طول ضلع مجاور زاوية حاده بر وتر را به نام ●

زاوية حاده ياد مي كنند.

 tanرا به نام   Q Q   بر cos  زاوية حاده  ● در هر مثلث قايم الزاويه نسبت  sin يك زاوية حاده 

 
sin tan
cos

Q Q
Q

= Q  ياد مى كنند.                                                        زاوية حاده

Q   را  Q   بر sin  زاوية حاده   ● در هر مثلث قايم الزاويه نســبت cos  يك زاوية حاده 

 
cos cotan
sin

Q Q
Q

= Q  ياد مى كنند.                                    به نام  cot زاوية حاده

2 موجود است. 2sin cos 1A A+ = ● در هر مثلث قايم الزوايه رابطه 

● نسبت هاي مثلثاتي sin، cos  و tan  بدون ذكر زاويه در مقابل آنها بي معني اند.

cos60o مساوي است. sin با  30o ● قيمت 

sin مساوي است.  60o cos30o با ● قيمت 

sin مساوي است.  45o cos با 45o ● قيمت 
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● در سؤالات زير به هر سؤال چهار جواب داده شده كه يكي از آنها صحيح است، 

جواب صحيح را انتخاب كنيد. 

Asin  يك زاويه حاده عبارت است از: 1- نسبت 

 
طول ضلع مجاور زاوية حاده

طول وتر
 )c   

طول ضلع مقابل زاوية حاده

طول وتر
 )a

طول ضلع مقابل زاوية حاده

طول وتر
  )d طول ضلع مجاور زاوية حاده  

طول وتر
 )b

Atan  مساوي است به: 2- نسبت 
 

Acos
1  )d   

Asin
1  )c               

A
A

sin
cos  )b         

A
A

cos
sin  )a

2 مساوي است به: 2sin 30 cos 30+o o 3- قيمت افاده 

-1  )d     -2  )c       2  )b                     1  )a

مساوي است به: cos 45o sin و  45o  -4

2  )d     
2
2

 )c       
2

2
  )b                     1  )a

 مساوي است به:
sin 30 cos60
cos60 sin 30

�
+

o o

o o
5- قيمت افاده

d          -1  )c               1  )b                   0  )a(  هر سه جواب صحيح است.
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● جاهاي خالي را با جمله هاي مناسب تكميل كنيد.

1- در يك مثلث قايم الزاويه مجموع دو زاوية حادة آن ......................... است.

2- نسبت ساين يك زاويه حاده عبارت است از...................................... .

................................. و   ............................. كلمة  دو  از   Trigonometry  -3

تشكيل گرديده است.

مساوى به..........................است .  QQ cottan �  -4

● كــدام يــك از جملات زير صحيح و كدام آن ها غلــط اند در مقابل صحيح حرف 

)ص( و در مقابل غلط حرف )غ( را بگذاريد.

 است.
 Q طول ضلع مقابل

طول وتر
Qsin  مساوي به  ( نسبت   ( -1

cos60o با هم مساوي اند. sin و  30o  )  ( -2

Qcot  است.  مساوي به 
sin
cos

Q
Q

( نسبت  ( -3

● سؤالات زير راحل نماييد.

1- در اشكال زير نسبت هاي مثلثاتي زواياي داده شده را دريافت نماييد.

60° 45°

24

12

H
60°

3

3 x x
θ

α

 
2
x

 a

 a
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2- در سؤالات زير قيمت هاي A و B را محاسبه كنيد.

1)A cos30 sin 30 2) B cos60 sin 30
3) A tan 30 tan 60 4) B cos60 sin 30

15) A (tan 45 cos 45 ) 6) B tan 45 tan 60
2

2 17) A (sin 60 cos 45 ) 8) B 2 (sin 45 cot 45 )
2 2

9) sin 45 cos30 tan 45

= � = �

= � = +

= � = +

= + = � �

+ �

o o o o

o o o o

o o o o

o o o o

o o o  ooo 45tan30cos45sin)9 �+=A

Atan   را دريابيد. Acos  و  باشد 
 

 
12
7sin =A 3- اگر 

Atan  را دريابيد.  Asin  و  باشد نسبت هاي مثلثاتي 
 

 

3
3cos =A 4- اگر 



فصل پنجم
افاده هاي الجبري



بلز پاسكال، عالم، اديب، فيلسوف ديني، رياضيدان، فزيكدان و يكي از متفكرين 
جهان، متولد در كلرمون مركز فرانسه است.

 چــون وي در رياضيــات اســتعداد فــوق العــاده داشــت تاســيس نظريــة احتمال، 
قضيه هاي هندســه اقليدســي، قضية از هندســة تصويري، قضية پاســكال، نخستين ماشين 
حساب، مثلث پاسكال يا گراف ضريب دو جمله يي، حساب ديفرانسيل و انتيگرال و بعضي 

از خواص منحني سيكلوئيد به او منسوب است كه سرانجام در سال 1662 درگذشت.
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فعاليت
افاده هاي زير را در نظر بگيريد:

● يك حده هاي كه باهم مشابه اند نشانى كنيد.

● افاده هاي الجبري زير را تا حد ممكن ساده كنيد.

● افاده هايي كه ساده نمي شوند آن را چگونه بايد نوشت و براي هر يك چه نام هايي 
پيشنهاد مي كنيد.

● بزرگ ترين توان افاده ها را نظر به x در هر حالت تعيين كنيد.

افاده هاى الجبرى

3 2

2
3 2

1) 2 ) ) 2 ) 9
3

4) 5 ) 2 ) 3 )
1

ta x b xy c xym d x

xe x f xy g x h
x �

از  فعاليت فوق مي توانيم بنويسيم كه:
هرگاه در يك افادة الجبري پس از ســاده كردن حدهاي مشابه، يك حد داشته باشيم 
آن را يك حده)Monomial(، اگر جمع ويا تفريق دو حد را داشــته باشــيم آن را 
دو حده)Binomial( اگر جمع و يا تفريق ســه حد داشــته باشــيم آن را به نام ســه 
 )Polynomial(و افادة الجبري يك يا چند حــده را پولينوم )Trinomial(حــده
مي ناميــم، بــه شــرطيكه توانهــاي حروف)متحولين( شــان در ســت اعــداد مكمل 

شامل باشند.  }...2,1,0{=C

2 4 2 2 3 3 31 1)2 6 2 ) 3 6 ) 2 ) 2
3 3

a x x xym b x x c xy x d xy xy+ + + + +

a + b

a + b + c
 ba �

افاده هاى الجبرى را كه در سطوح 
شكل مقابل تحرير شده نامگذارى 

نماييد.
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تمرين

در هر افادة الجبري بزرگترين توان نظر به يك متحول خاص را درجة آن افادة الجبري 
نظر به آن متحول مي  گويند.

مثال: جدول زير را كامل كنيد:

23x² – 7x

6x² – 4x – 1

0.4x²y – 2x  +16y²4

13x – 2y³ + 6x³y

3 – 5 + x² – y³ – 2xy

4x² – 2x + 6x² – 5x

2x – 4
x———

32 y² – 3y + 2y³

افاده هاى الجبرى
نامگذارى درجة افاده

x نظر بهy چند حدهسه حدهدو حدهيك حدهنظر به

 242 1624.0 yxyx +�

23x² – 7x

6x² – 4x – 1

0.4x²y – 2x  +16y²4

13x – 2y³ + 6x³y

3 – 5 + x² – y³ – 2xy

4x² – 2x + 6x² – 5x

2x – 4
x———

32 y² – 3y + 2y³

تعيين  از متحول ها  به هر يك  نظر  را  آنها  بعد درجة  نموده  را ساده  افاده هاي زير   -1
كنيد.

2 2 2 2

2 2 3 2 3 3

3 1) 3 6 ) 2 2 2 3
2 2

) 4 2 14 8 4 16 2 ) 4 2 4 1

a x x x x b mn m n m m

c x x x x x x d x y yx xy

� + � � + +

� + + � + � � � � + � 2-  افاده هاي الجبري زير چندحده بوده، درجة هر كدام آن ها را نظر به هر يك از �
متحول ها تعيين كنيد:

2 6 5 6 6 2

2 6 2 3 2

3 4 3 6

) 6 4 12 2 ) 8 4 5

) 6 ) 3 6 2
4 2) 3 8 12 0.5 )
2

9

4

� � � � �

� + �
�

� � �
�

a x x xy x b x xy x

c x y m d x y x y y
m ne pq p q q p f
m n

3- درافاده هاي A و B زير حدود مشابه را مشخص و چند حده را ساده كنيد.

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

14 2 3 2 0.5
2

4 0.7 2 3
3
2 8 2 3 8 32

= + � � � �

= � + � � � +

= + � +

A xy x y xy xy x y xy

B a b a b a b a b xy

C x x
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فعاليت
● چه رابطه يي بين اعداد در هر مربع وجود دارد؟

● بااستفاده از رابطه فوق جاهاي خالي زير را پر كنيد:

ضرب افاده هاي الجبري

2

3
5 6

–3

5
2 –15

4

2
6 8

3

…
4 …

…

5
… 10

…

…
7 12

…

…
11 24

     (x+a)(x+b) 
 = x² +(a + b) x +ab

ضرب افاده هاي دو حده

اگــر a و b دو عــدد باشــند بــا ضرب 

نمــودن قوس هــاى مقابــل بگوييد كه 

حاصل جمع و حاصــل ضرب دو عدد  

مذكور مساوى به كدام عدد ها اند؟

4

3
… … ..........x..........x.......x......x)3x)(4x( 22 =+++=++  ........ ++ x

 x......x)2x)(3x( 2 +=+�  ................. 2 ��=�� xxx
–3

2
… …

2 8 12 ( ........)( .........)x x x x+ + = + +
…

…
8 12

…

…
1 –6 6( .........)( ..........)x x x x+ � + + �=�+ xxx (62
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از فعاليت ذكر شده به مشاهده مى رسد كه: 
2( )( ) ( )x a x b x a b x a b+ + = + + + ×

مثال:عمليه هاي ضرب زير را انجام دهيد.

 

34)
)2)(4()

2 ++

+�

xxf
xxc

2 2

2 2

) ( 4)( 5) ) ( 3)( 4) ) ( 0.4)( 0.2)
2 1) ( )( ) ) 12 32 ) 4 3
3 2

) 3 28 ) 5 6

� + + + � +

+ + + + + +

� � � +

a t t b a a c x x

d y y e x x f x x

g x x h x x

2 2

2 2

) ( 4)( 5) ) ( 3)( 4) ) ( 0.4)( 0.2)
2 1) ( )( ) ) 12 32 ) 4 3
3 2

) 3 28 ) 5 6

� + + + � +

+ + + + + +

� � � +

a t t b a a c x x

d y y e x x f x x

g x x h x x

2 2

2 2

) ( 4)( 5) ) ( 3)( 4) ) ( 0.4)( 0.2)
2 1) ( )( ) ) 12 32 ) 4 3
3 2

) 3 28 ) 5 6

� + + + � +

+ + + + + +

� � � +

a t t b a a c x x

d y y e x x f x x

g x x h x x
حل: 

 862 +� xx
 
6
2

6
72 ++ yy

 

)2)(3()2(3)2(63265)
)4)(7()4(7)4(

2874)7)(4()74(283)
)1)(3()3)(3(3334)

)4)(8()4(8)4(32843212)
6
2

6
7

6
2)

3
2

2
1()

2
1)(

3
2()

86)24()24()2)(4()
127)43()43()4)(3()

20)54()54()5)(4()

22

222

22

22

22

22

22

22

��=���=+��=+�

+�=+�+=
��+=�+�+=��

++=++=+++=++

++=+++=+++=++

++=+++=++

+=�×�+��+=��

++=×+++=++

�+=×�++�+=+�

xxxxxxxxxxh
xxxxx

xxxxxxxg
xxxxxxxxxxf

xxxxxxxxxxe
y

yyyyyd

xxxxxxc
aaaaaab
tttttta  

)2)(3()2(3)2(63265)
)4)(7()4(7)4(

2874)7)(4()74(283)
)1)(3()3)(3(3334)

)4)(8()4(8)4(32843212)
6
2

6
7

6
2)

3
2

2
1()

2
1)(

3
2()

86)24()24()2)(4()
127)43()43()4)(3()

20)54()54()5)(4()

22

222

22

22

22

22

22

22

��=���=+��=+�

+�=+�+=
��+=�+�+=��

++=++=+++=++

++=+++=+++=++

++=+++=++

+=�×�+��+=��

++=×+++=++

�+=×�++�+=+�

xxxxxxxxxxh
xxxxx

xxxxxxxg
xxxxxxxxxxf

xxxxxxxxxxe
y

yyyyyd

xxxxxxc
aaaaaab
tttttta  

)2)(3()2(3)2(63265)
)4)(7()4(7)4(

2874)7)(4()74(283)
)1)(3()3)(3(3334)

)4)(8()4(8)4(32843212)
6
2

6
7

6
2)

3
2

2
1()

2
1)(

3
2()

86)24()24()2)(4()
127)43()43()4)(3()

20)54()54()5)(4()

22

222

22

22

22

22

22

22

��=���=+��=+�

+�=+�+=
��+=�+�+=��

++=++=+++=++

++=+++=+++=++

++=+++=++

+=�×�+��+=��

++=×+++=++

�+=×�++�+=+�

xxxxxxxxxxh
xxxxx

xxxxxxxg
xxxxxxxxxxf

xxxxxxxxxxe
y

yyyyyd

xxxxxxc
aaaaaab
tttttta

 
=�++ )

2
1

3
2()

2
1

3
2( y

افاده هاى الجبري زير را باهم ضرب نماييد:
2) (2 1)( 3) ) ( 2 )( 2)
1) ( 3)( 4) ) (0.5 )(4 0.5)
2

� + + �

� + � +

a x x b x x

c a a d xm xm

2) (2 1)( 3) ) ( 2 )( 2)
1) ( 3)( 4) ) (0.5 )(4 0.5)
2

� + + �

� + � +

a x x b x x

c a a d xm xm

 )2)(2() �+ xxb
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فعاليت
● در حدول زير جاهي خالي را پر كنيد:

a a³ + b³ a² - ab + b²(a + b) (a + b)(a² - ab + b²)b
5 2
4 1
–3 2
3 –2
4 4

))((  مشــاهده  22 bababa +�+ 33  و  ba + ● چــه رابطه يــي بين دو ســتون تحت 

مي كنيد؟
3 بنويسيد؟ 3a b� ● آيا مي توانيد يك رابطة مشابه را براي 

3از فعاليت بالا مي توان نتيجه گرفت: 3 2 2

3 3 2 2

( )( )
( )( )

a b a b a ab b
a b a b a ab b
+ = + � +

� = � + +

اين روابط را مي توانيم به شكل الجبري ثبوت نمود:
2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 3

3 3

( )( ) ( ) ( )a b a ab b a a ab b b a ab b
a a b ab ba ab b
a b

+ � + = � + + � +

= � + + � +

= +

مجموع و تفاضل مكعبات

a³ – b³ = (a – b)(a² + ab + b²)
a³ + b³ = (a + b)(a² - ab + b²)

به شكل مقابل توجه نموده و بگوييد كه 

اين سطوح كدام شكل منظم هندسى را 

مى سازند؟
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33

322223

222222 )()())((

ba
babbaabbaa
bababbabaabababa

�=

���++=

++�++=++�

33  تجزيه  ba � 33  و  ba + مثـال1: افاده هاي  الجبــري زير را به اســاس مطابقتهاي
كنيد:

3 6 6 3 3 3
3

1) 8 ) )� � +a b b a b x y c h
h

3 تبديل نموده، بعداً به كمك  3a b± حل: ابتدا افاده هاى الجبري را به شكل مطابقت 
مطابقت آن را تجزيه مى نماييم:

3 3 3 2

6 6 3 3 2 2 3 3 2 2 4 4 2 2 2 2

3 3 3 2
3 2

) 8 2 ( 2)( 2 4)
) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1) ( ) ( )( 1 )

� = � = � + +

� = � = � + +

+ = + = + � +

a b b b b b
b a b x y a b xy a b xy a b a b xy x y

c h h h h
h h h h

 را ساده كنيد.
3 3

2 2

x y
x xy y

�
+ +

مثال 2 : افادة 

حل: ابتدا مطابقت صورت را به شكل انكشاف يافتة آن مي نويسيم:
3 3 2 2

2 2 2 2

( )( )� � + +
= = �

+ + + +
x y x y x xy y x y

x xy y x xy y

 افاده هاي زير را توسط مطابقت ها تجزيه نماييد.
6 6 3 3 3 12 12

3 3 3
3

3 6 3 3 6

) )8 )
1)125 ) 0.125 1 ) 1

)8 64 )8 27 ) 1

� + �

+ � +

� � �

a a b x y b b c x y

d x y e x f
x

g a b h a b i b

6 6 3 3 3 12 12

3 3 3
3

3 6 3 3 6

) )8 )
1)125 ) 0.125 1 ) 1

)8 64 )8 27 ) 1

� + �

+ � +

� � �

a a b x y b b c x y

d x y e x f
x

g a b h a b i b

6 6 3 3 3 12 12

3 3 3
3

3 6 3 3 6

) )8 )
1)125 ) 0.125 1 ) 1

)8 64 )8 27 ) 1

� + �

+ � +

� � �

a a b x y b b c x y

d x y e x f
x

g a b h a b i b

 3366) yxbaa +
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فعاليت
انجام  عملي  چه  كنيم،  اختصار  ساده يا  نتوانيم  ديگر  را    

7
995

 
مانند كسري  وقتي   ●

مي دهيم؟
● افاده هاي الجبري زير را تا آنجا كه ممكن است ساده كنيد:

 

2,
2

6)

2,
2

65)00,
3

2432)

23

2

2

3432

�z
+

���

z
�

+�
z�z

�
+�

x
x

xxxc

x
x
xxbyx

xy
xyyxyma

● به عمليات زير توجه نموده توضيح دهيد كه در حل پى در پى چه كاري انجام شده 
است؟ چرا؟

                                    

 ● در حل جز )a( چراعملية تقسيم را از اولين رقم چپ يعنى عدد 9 شروع كرديم؟ 

● فكر كنيد! عملية تقسيم در جز )b( را چرا از x3 آغاز نموديم؟

تقسيم افاد هاى الجبري

 2 2 4

2

2 4 ?
2
�

=
�

xy x y
xy

توجه نماييد! افــادة مخرج به كدام 

افــادة صــورت ارتبــاط دارد؟ مى 

توانيد آن را ساده سازيد؟

 

1

14
15

28
29

1427
7995)

�
a  

0

63
63

84
114

342
26112)

2

2

223

23

mm

mm

x
x

xx
xx

xxxx
xxxxb

��

��

��±±

+���
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به كوچكترين توان را ترتيب  از بزرگترين  افادة الجبرى   مرتب كردن و نوشتن يك 
نزولي پولينوم ها مي نامند.

در تقسيم دو افادةالجبرى مراحل زير را انجام مي دهيم:
1- پولينوم مقسوم و مقسوم عليه را به شكل نزولي ترتيب مي نماييم.

2- حد اول پولينوم مقسوم را بالاي حد اول پولينوم مقسوم عليه تقسيم مي نماييم و 
حاصل تقسيم آن حد اول خارج قسمت مي باشد.

3- خارج قسمت حاصل شده را به هر حد مقسوم عليه ضرب  نموده و حاصل ضرب 
را از حدود مشابه مقسوم تفريق مي نماييم.

4- حد بعدي مقسوم را پايين نموده پهلوي باقي مانده مي گذاريم، بعداً حد اول افاده 
را بالاي حد اول مقسوم عليه تقسيم و حاصل آن را به همه حدود مقسوم عليه ضرب، 

حاصل آن را از افادة باقي ماندة مقسوم تفريق مي نماييم.
5- مراحل2 ،3  و 4  را تا وقتي ادامه مي دهيم كه حدود باقي مانده صفر و يا درجة آن 

به اندازة يك از مقسوم عليه كمتر گردد.

6x تقسيم نماييد.    � 3 را بالاي  23 23 30x x x� � + مثال 1 : افاده 

مراحل تقسيم

 3
2

23 3

5 5

xI x
x
xII x
x
xIII
x

½
� = °

°
°� = ¾
°

� °� = � °
¿

 

0

30x5
30x5_

x18x3_

x23x3

5x3xx6x_
6x30x23x3x

2

2
2

223

23

±
+

�

�+

�+��

m

m

m �+

 �+

 �
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2 تقسيم كنيد.  4x x� � 5 را بالاي افادة  3 22 8 4x x x x� + � + مثال 2 : افادة 

ً  عمليه تقسيم را  حل: پولينوم مقسوم و مقسوم عليه را به شكل نزولي ترتيب نموده  بعدا
انجام مي دهيم.         

همان طوريكه براى يافتن صحت تقســيم دو عدد بالاى همديگر دو شــرط را بررسى 
مى كرديم، براى يافتن صحت تقســيم دو افادة الجبرى بالاى همديگر نيز دو شرط زير 

بايد بررسى شود:

1- حاصل ضرب خارج قسمت و مقسوم عليه جمع باقيمانده بايد با افادةالجبرى مقسوم 
برابر باشد.

2- درجة باقيمانده از درجة مقسوم عليه بايد به اندازة يك كوچكتر باشد.

طوريكه در مثال 2  :
2 3 2

5 3 2

( 4)( 3 8) 12 36
2 8 4

� � + + + + + =

� + � +

x x x x x x
x x x x

2 3 2

5 3 2

( 4)( 3 8) 12 36
2 8 4

� � + + + + + =

� + � +

x x x x x x
x x x x=

   

مراحل تقسيم

 5
3

2

4
2

2

3

2

2

2 3
2
8 8

xI x
x
xII x
x
xIII x
x
xIV
x

½
� = °

°
°� = °°
¾
°� = °
°
°� =
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2

2
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2
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x

½
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°
°� = °°
¾
°� = °
°
°� =
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تمرين

- تقسيم نماييد در پايان درست بودن تقسيم را بررسى كنيد.
3 2 2

2

3 2

3 2

1) (2 4 2 6) ( 9 7)

2) (1 ) (1 )

3) (2 3 ) ( 3 1)

4) (2 5 1) ( 3)

� � � ÷ + +

� � ÷ �

+ � ÷ � �

+ � � ÷ +

t t t t t

x x x

y y y y y

x x x x

x+3 تقسيم كنيد.  2 را بالاي افادة 42 3 1+ � +x x x مثال 3 : افادة
حل: ابتدا افاده هاى مقسوم و مقسوم عليه را به شكل نزولى ترتيب مى دهيم.
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● افاده  الجبري كه از يك حد تشكيل شده باشد به نام مونوم يا يك حده ياد مي شود،  

 xyx 2,5 23�  ، 
nax مانند: 

● افاده الجبري كه از دو حد تشــكيل شده باشــد به نام  باينوم يا دو حده ياد مي شوند،  

2ax b+ مانند: 

● افاده الجبري كه از سه حد تشكيل شده باشند به نام  ترينوم يا سه حده ياد مي شوند،  

2ax bx c+ + مانند: 

● افاده الجبري كه از يك يا چندين حد تشــكيل شده باشند و توانهاي حروف آنها در 

ست اعداد مكمل شامل باشند به نام  پولينوم ياد مي شوند.

. ...   ,,12 x 5 3 2ax bx cx x d+ + � � 22,12  و x�   مانند: 

● بزرگترين توان نظر به يك متحول خاص به نام  درجة پولينوم نظر به آن متحول ياد 

مي شود.

● ترتيــب پولينوم كه از چپ به راســت از بزرگترين توان بــه طرف كوچكترين توان 

ترتيب شده باشد به نام  ترتيب نزولي ياد مي شود.

● مجموعه و تفاضل مكعبات:

3 3 2 2( )( )a b a b a ab b+ = + � +

3 3 2 2( )( )a b a b a ab b� = � + +

خلاصة فصل پنجم
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● در ســؤالات زير براي هر ســؤال چهار جواب داده شــده اســت، جواب صحيح را 

انتخاب كنيد.

) عبارت است از: 2)( 3)x x� + 1- حاصل ضرب افاده هاي

  2 5 6x x� �  )b      2 5 6x x+ +  )a
2 6x x� +  )d     

2 6x x+ �  )c 

 عبارت است از:
3 2

2

2 4 2 16 8
2 8

x x x x
x

� + + �
�

2- حاصل تقسيم 

2

2( 2 1)(2 )
2 8

xx x
x
�

� + +
�

 )b             2 1x� + )a

d( هيچكدام c( الف و ب       

926  چند حده است: myx 6 3- افادة الجبري 

a( سه حده          b( شش حده

c( يك حده      d( دو حده

تمرينات فصل پنجم
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● جاهاي خالي را با كلمات و جملات مناسب پر كنيد.

3 يك افادة.............. درجه...................است. 22 4 3 1� + �x x x 1- افادة الجبري

 عبارت از......................... است.
2 1

1
x
x
�
+

2- حاصل تقسيم 

2 عبارت از........................ است. 2( 1)( 1)x x x x+ � � � 3- حاصل ضرب 
3 3a b+ = ).............()..............................( -4

5- در هر افادة الجبري ......................توان نظر به يك متحول خاص را درجة آن افادة 

الجبري نظر به آن ...................... مي گوييم.

● كدام يك از جملات زير صحيح و كدام آن غلط است، در مقابل صحيح علامة)ص( 

و در مقابل غلط علامة)غ( بگذاريد.

1- )        (افاده الجبري كه از يك يا چندين حد تشكيل شده باشند و توانهاي متحولين 

آنها در ست اعداد مكمل شامل باشند به نام پولينوم ياد مي گردند.

 3 3 2 2( )( )a b a b a ab b� = + + + )        (-2

 3 3 2 2( )( )a b a b a ab b+ = + � + )        (-3

4- )        ( مرتب كردن و نوشتن يك افادة الجبرى از بزرگترين به كوچكترين توان 

را ترتيب نزولي چند حده مي ناميم.
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● سؤالات زير را حل كنيد.

1- ساده سازيد.

2

3 3

2 2 2 2

1 1

1 1 1)
2 2 2

( ))

)

x xa
x x x
x h xb

h
a b b ac
ab ba

� �

� �

� +
� +

� � �
+ �

�
�

 
4

1
2 �x

2- تقسيم نماييد.

 )5(645) 2 +�÷+� xxxe

2

4 4

3 2

3

2 2

12 4 20)
40 5

)

1) 2 4 ( )
2

) ( 5 6) ( 2)
) 3 2 5 64 5

� +
�

�
�

� � ÷ �

� + ÷ �

� � + ÷ �

a aa
a

a bb
a b

c x x x

d x x x
e x x x x
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فعاليت

ترازو در كدام حالت قرار دارد چرا؟

نـامسـاوات
Inequality 

در زنده گي روزانه عموماً نيازمند به مقايســه كميت هاي نامســاوي هســتيم، مثلاً براي 
درجه بندي شــاگردان يك صنــف مجموعه نمرات آن ها از زيــاد به كم درجه بندي 
مي شود، آيا شما مي توانيد نمونه هاي ديگري از زنده گي روزانه مثال دهيد، كه در آن 

كميت غيرمساوي با هم مقايسه شده باشند.
t با هم ارتباط داشــته باشــند به نام  , و  ,> d < هر گاه اعداد توســط يكى از علايم 

 ,23... <� 45,18 > نامساوات ياد مي شوند. مانند:

 را بالاي محور اعداد زير تعيين كنيد.
2 3, 4, 2 , ,3
3 2

�
� موقعيت اعداد 

10
● با استفاده از علامت مناسب، اعداد فوق را به ترتيب از كوچك به بزرگ بنويسيد.

● چه رابطه يى بين ترتيب اعداد و محل قرار گرفتن آنها روي محور اعداد ملاحظه 

مى گردد.

مشاهدات فعاليت فوق را مي توان طور زير خلاصه كرد:
بالاي محور اعداد، عددي كه به طرف راســت عــددي ديگرى قرار دارد،  بزرگتر  از 

عددي است كه طرف چپ آن قرار دارد.

c ســه عــدد حقيقي باشــند، مــي توانيم بنويســيم كه:      b, و  a بصــورت عموم گاه

,< < � <a b b c a c
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فعاليت

فعاليت

تمرين

● دو عدد نا مساوي را انتخاب نموده رابطه بين آنها را با استفاده از علامت بزرگتر يا 

كوچكتر نشان دهيد.
● به هر دو طرف نا مساوات فوق عدد 5 را جمع كنيد، آيا در جهت نامساوات تغييري 

به ميان مي آيد؟
● از هر دو طرف نامساوات عدد 3  را تفريق كنيد، آيا در جهت نامساوات تغييري به 

ميان مي آيد؟ 

بصورت عموم نتيجة فعاليت فوق را طور زير مي توان بيان كرد:

+ < +
� < �
a c b c
a c b c

a> باشد پس:               b c اگر b, و a براي همه اعداد حقيقي

● دو عدد نامساوى را انتخاب نموده و رابطه بين آنها را با  استفاده از علامة نامساوى 

)>(نشان دهيد.
● هر دو طرف نامساوات فوق را در عدد 4 ضرب كنيد، آيا در جهت علامة نامساوات 

تغييري به وجود مي آيد؟
نامساوي  آيا در جهت  �4 ضرب كنيد،  را در عدد  نامساوات فوق  هر دو طرف   ●

تغييري به ميان مي آيد؟
4 اگر در هر دو طرف نا مساوي، اعداد را معكوس نماييم، آيا در  7< ● در نامساوات 

جهت علامة نامساوات تغييري به وجود مي آيد؟

بصورت عموم مشاهدات فعاليت فوق را مي توان طور زير بيان كرد:
c داريم كه اگر: b, و a براي همه اعداد حقيقي

به ياد داشــته باشــيد كه عملية تقســيم عكس عملية ضرب اســت، يعني اگر بخواهيم 
1 ضرب كنيم، 

a
a تقســيم كنيم مثل آن اســت كه آن عــدد را در  عــددي را بر عدد 

بنابرآن همة خواص ضرب نامساوات ها براي عملية تقسيم نيز قابل تطبيق است.

به  با جمع، تفريق، ضرب و تقسيم كردن يك عدد مثبت دلخواه و يك عدد منفى 
3 خواص نامساوات را تحقيق كنيد. 9� < اطراف نامساوات 

0
0
1 1

< < � <
< < � >
a b c ac bc
a b c ac bc

1 10 < < � <a b
b a

،
،
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فعاليت

4dx را  x=4  و دو جملة الجبري

در نظر بگيريد.

دو  اين  بين  فرقي  چه  و  شباهت  چه 

عبارت مي بينيد؟

حل نامساوات خطي

3 صدق مي كند؟ 7+ =x x معادلة  ● براي كدام قيمت عددي 

، قيمت ديگري وجود دارد كه، در معادله   x ● آيا به غير از قيمت عددي دريافت شدة 

صدق كند؟

3 صدق مي كند؟ 7+ <x x نامساوات  ● براي كدام قيمت عددي 

، قيمت ديگري وجود دارد كه به نامساوات    x ● آيا غير از قيمت عددي دريافت شدة 

فوق صدق كند؟

x نامساوي فوق صحيح است؟ ● براي چند قيمت عددي 

از فعاليت فوق مشاهده مي شود كه نامساوات ها برخلاف مساوات ها داراي حل هاي 

زيادي اند.

t, با هم ديگر مرتبط شده باشند  d افاده هاي الجبري كه توسط يكي از علايم <، > ،

و در آن متحول داراي توان يك باشد به نام نامساوات يك مجهولة درجه يك و يا 

نامساوات خطي ياد مي شود. 
نامساوات هاي زير نمونه هايي از نامساوات هاي درجه يك يا خطى مي باشند.

40

40

13 0 , 2 3
3

6 7 5 , 2 12
5

+ < � > �

+ d + t

x x x

xx
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x كه در نامســاوات صدق كند آن  بصــورت عموم براي پيدا كردن قيمت هاي عددى 
نامســاوات را با اســتفاده از خواص آنها طوري تغيير مي دهيــم كه در يك طرف آن 

مجهول و در طرف ديگر آن اعداد قرار گيرد.
هدف از حل نامساوات اين است كه براي متحول آن ساحه، قيمت هايي را دريابيم كه 
در آن ساحه نامساوات حقيقت داشته باشد كه اين ساحه را به نام ساحة حل نامساوات 

ياد مي كنند.
نامساوات را روى محور  4 را حل كنيد و ساحة حل  7+ t �x نامساوي  : 1 مثال 

اعداد نشان دهيد.
حل:با اضافه كردن عدد  4- به اطراف نامساوات داريم:

2 را حل كنيد. 1 5+ >x مثال 2 : نامساوات 

حل: با استفاده از خواص نامساوات مي توانيم معلوم را در يك طرف و مجهول را به 
طرف ديگر نامساوات به شكل زير انتقال دهيم:

2 1 5+ >x
از اطراف نامساوات، عدد1 را تفريق مي كنيم: 

2 1 1 5 1+ � > �x
42 >x

1 ضرب مي كنيم:  1(2 ) 4
2 2

× > ×xاطراف نامساوات را به 2 تقسيم يا در
1 1(2 ) 4
2 2

× > ×x

2>x
يعني براي تمام قيمت هاي بزرگتر از 2 نامساوات فوق صدق مي كند. اين ساحة اعداد 

را روي محور اعداد طور زير نشان داده مي توانيم.

1 2 x > 20–1

x  ≥  –11 0–11

4 4 7 4
11

+ � t � �
t �
x
x

1 2 x > 20–1

x  ≥  –11 0–11
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براي حل غير مساوات نكات زير را در نظر مي گيريم:

● معلوم را به يك طرف و مجهول را به طرف ديگر نا مساوات با در نظر داشت خواص 

نامساوات انتقال مي دهيم.

● اعداد معلوم را باهم و حدود مجهول را با هم جمع مي كنيم.

● جهت يافتن قيمت هاي عددي متحول اطراف نامساوات را با در نظر داشت خواص 

نامساوات بر ضريب متحول تقسيم مي كنيم.

3 را حل كنيد.  1 5+ < �x x مثال 3  :  نامساوات 

3حل: 5 1
2 6

6
2
3

� < � �
< �

< �

< �

x x
x

x

x

1 2 30–1

1 2 3 40–1

1 2 3 40–1

x  <  –3 0–3

x  t 3
0 3

5مثال 4  :  نامساوات زير را حل كنيد.  3 1
3 1 5

2 6
2 6
2 2

3

+ < �
� < � �

� < �
� �

>
� �

>

x x
x x
x
x

x

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3
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تمرين

نشان  اعداد  بالاي محور  را  به دست آورده ساحة حل آن   را  نامساوات هاي زير  حل 
دهيد.

1) 4 8
2)8 5
3)5 2 1
4) 3 4 7

3 25) 1
2 3

6) 0.5 3 1
7)2 1 2
8)2 5 7 0
9)5 6 0

t
+ <
+ < �

� � > +

� > �

� < �
� d
� � >
+ >

x
x
x x
x x

x x

x x
x

x x
x

1) 4 8
2)8 5
3)5 2 1
4) 3 4 7

3 25) 1
2 3

6) 0.5 3 1
7)2 1 2
8)2 5 7 0
9)5 6 0

t
+ <
+ < �

� � > +

� > �

� < �
� d
� � >
+ >

x
x
x x
x x

x x

x x
x

x x
x

 2x2)7 d�

 

)
)
)
)

)
)
)
)
)

i
h
g
f
e
d
c
b
a
 )b
 )c

 )d

 )e

 )f

 )g

 )h
 )i
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در حل يك نامســاوات اعداد زيادي 

را مي توان به دست آورد كه حل آن 

نامساوات باشــند. همة اينگونه اعداد 

حقيقي را در يك ست در نظر گرفته  

آن را ست حل نامساوات مي ناميم.

 انتروال ها

3 است. زيرا هر عدد بزرگتر از 3  2 7� >x x<3 ست حل نامساوات  طور مثال 
3 صدق مي كند، اين ست حل ها را به زبان رياضي طور زير  2 7� >x در نامساوات 

{ : 3}� >x IR x نشان مي دهيم:                      
x بزرگتر از 3 باشد. x شامل اعداد حقيقي طوري كه  و مي خوانيم كه: 

اين ست اعداد را همچنين روي خط اعداد طور زير نشان مي دهيم:

مشاهده مي شود كه اين مجموعة اعداد در يك قسمت از محور اعداد شامل مي شود 
كه در رياضي آن را به نام انتروال معرفي مي كنيم.

در محور اعداد زير انتروال مشــخص شده شامل اعدادي است كه بزرگتر يا مساوي از 
4 است. �1 و كوچكتر يا مساوي از 

} نشان مي دهيم.  : 1 4}� � d dx IR x ] يا مجموعة  1,4]� اين انتروال را به شكل 
4 در انتروال شامل هستند. در حالتي كه نقاط انتهايي خود  �1 و  دقت كنيد كه اعداد 

شامل انتروال باشند، انتروال را انتروال بسته مى گويند.
4 را در بر نداشته باشد، آن را به نام انتروال باز ياد مي كنند و  �1 و  اگر انتروال نقاط 

طور زير آن را نمايش مي دهيم.

1 2 30–1

1 2 3 40–1

1 2 3 40–1

x  <  –3 0–3

x  t 3
0 3

1 2 30–1

1 2 3 40–1

1 2 3 40–1

x  <  –3 0–3

x  t 3
0 3

1 2 30–1

1 2 3 40–1

1 2 3 40–1

x  <  –3 0–3

x  t 3
0 3

( 1,4) { : 1 4}� = � � < <x IR x

40

4� d{ x : x }IR
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4 را در بر داشــته باشــد، آن را به نام  اگــر انتروال قبل تنها يكي از نقاط انتهايي مثلاً 
انتروال نيمه باز يا)نيمه بسته( مي خوانيم و آن را طور زير نمايش مي دهيم:

b كه در آن a<b باشد داريم:  در حالت كلي براي هر دو عدد حقيقيa و
ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

( 1,4] { : 1 4}� = � � < dx IR x

[ , ] { : }= � d da b x IR a x b ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

      b a و  انتروال بستة 
( , ) { : }= � < <a b x IR a x b

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

        b a و  انتروال باز 
( , ] { : }= � < da b x IR a x b

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

 b a و  انتروال نيمه باز 
[ , ) { : }= � d <a b x IR a x b

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

b a و  انتروال نيمه بسته 

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

{ : 4 } [4, )� d = fx IR x

تمرين

1) [5,7] 2) (9, 3) 3) [ 2,8) 4) (6,1] 5) [2, )� � f

1) { :2 6} 2) { : 3 5}
3) { :0 4}

= � < < = � � d d
= � d <

A x IR x B x IR x
C x IR x

از  كه  بگيريم  نظر  در  را  انتروال هايى  توانيم  مي  اعداد  محور  روي  كه  كنيد  توجه 
f كه آن را  يك طرف محدود نباشد. در اين حالت انتروال را با استفاده از علامت 
4 را به  به  بي نهايت مي خوانيم، نمايش مي دهيم. مثلاً ست اعداد بزرگتر يا مساوي 

صورت زير نشان مي دهيم:

4 عبارت اند از: و اعداد كوچكتر از 

a يك عدد حقيقي باشد داريم: بصورت عموم اگر
( , ) { : }f = � <a x IR a x                      a اعداد حقيقي بزرگتر از 
[ , ) { : }f = � da x IR a x         a اعداد حقيقي بزرگتر يا مساوي از
( , ) { : }�f = � <a x IR x a                  a اعداد حقيقي كوچكتر از
( , ] { : }�f = � da x IR x a    a اعداد حقيقي كوچكتريا مساوي از

1- انتروال هاي زير را به شكل ست بنويسيد بعد به روي خط اعداد نشان دهيد:

2- ست هاي زير را به شكل انتروال بنويسيد:
 

ba

ba

ba

ba

1 2 3 40–1

40

0 4

x  >  30 3

 )4,(}x4:IRx{ �f=>�
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در شكل مقابل براي كدام قيمت هاي

=1 بالاي  �y x x خــط مســتقيم 
 x x و براي كدام قيمت هاي  محور 

x است؟ خط پايين محور 

تعيين اشاره)علامه( بينوم درجه اول

2 چند حده است؟ 4�x ● افادة الجبري 

● اين افاده به كدام قيمت متحول x صفر است؟

● اين افاده به كدام قيمت هاي متحول x مثبت است؟

● اين افاده به كدام قيمت هاي متحول x منفي است؟

ارائة رياضيكى مطالب فوق را به طور خلاصه در يك جدول به صورت زير نشان مي 

دهند.

x 2x < 2 x > 2
2x – 4 – +0

2 مساوي صفر بوده،  2 در عدد  4�x در اين جدول به مشاهده مي رسد كه بينوم 
2 بينوم داراي اشارة منفي در حاليكه براى  قيمتهاي بزرگتر  براى قيمتهاي كوچكتر از 

2 بينوم داراي اشارة مثبت است. از 

را تعيين نماييد.
 

 
3

2
1) +�= x

  
مثال  : اشارة بينوم

x
y =

 x –
 1

y
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حل: اول قيمتى كه بينوم در برابر آن صفر مي گردد، تعيين مي كنيم:
1 13 0 3 6
2 2

�
� + = � = � � =x x x 

2
1

�
سپس قيمت هايي كه بينوم در برابر آنها مثبت مي شود به دست مي آوريم:

1 13 0 3 6
2 2

�
� + > � > � � <x x x

 
2
1

�

به همين ترتيب قيمت هايي كه در برابر آن بينوم منفي مي شود عبارت اند از:

1 13 0 3 6
2 2

�
� + < � < � � >x x x

 
2
1

�

نتايج به دست آمده را در جدول زير خلاصه مي كنيم:

x

3

6

y

x x < – —b
a – —ba – — < xb

a
ax + b 0

x
1
2

6x < 6 x > 6
– —x + 3 0 –+ 3

1
2

=�
+

P(x)        x

baxy  اول قيمتى كه بينوم در  += يادداشت: در حالت كلي براي تعيين اشارة 
آن مساوي به صفر مي گردد به دست مي آوريم و جدول تعيين اشارة آن را طور زير 

a<0  باشد داريم كه: تشكيل مي دهيم؛ اگر

x

3

6

y

x x < – —b
a – —ba – — < xb

a
ax + b 0

x
1
2

6x < 6 x > 6
– —x + 3 0 –+ 3

1
2

=�
+

P(x)        x

  مخالف علامة aaموافق علامة    

a>0  باشد داريم كه: اگر 

x

3

6

y

x x < – —b
a – —ba – — < xb

a
ax + b 0

x
1
2

6x < 6 x > 6
– —x + 3 0 –+ 3

1
2

=�
+

P(x)        x

aaمخالف علامة       موافق علامة 

اشارة افاده هاي الجبري زير را تعيين كنيد.

31) 3 9 2) 7 2 3) 1
4
14) 0.5 10 5) 2 4 1 6) 3
2

� � �

+ � + � +

x x x

x x x x



105

, باهم مرتبط شــده باشــند به نام  , ,t > d < ● هــرگاه اعداد توســط يكــى از علايم 

نامساوات ياد مى شوند.

نماييم جهت  تفريق  يا  و  جمع  را  حقيقى  عدد  يك  نامساوى  يك  اطراف  به  اگر   ●

نامساوى تغيير نمى كند.

● اگر اطراف يك نامساوى  را به عددى حقيقى مثبت خلاف صفر ضرب و يا تقسيم 

نماييم جهت نامساوى  تغيير نمى كند.

● اگر اطرف يك نامساوى را به يك عدد حقيقى منفى ضرب و يا تقسيم نماييم جهت 

نامساوى  تغيير مى كند.

[ , ] { : }= � d da b x IR a x b انتروال بسته    

( , ) { : }= � < <a b x IR a x b انتروال باز    

( , ] { : }= � < da b x IR a x b انتروال نيم باز     

[ , ) { : }= � d <a b x IR a x b انتروال نيم بسته                   

● در ســؤالات زير براى هر ســؤال چهار جواب داده شــده اســت. جواب صحيح را 

انتخاب كنيد.

1-كدام يك از نامساوى هاى زير صحيح است؟
1 3 1 3) 2 ) 2 ) 9 16 5 )
2 6 3 2

+ d � > + ta b c d هر سه درست است.

53x است؟ d+ 2-كدام يك از ست هاى زير ست حل نامساوى 
) { : 2} ) { : 2 }
) { : 8} ) { : 2}
a x IR x b x IR x
c x IR x d x IR x

� d � d
� d � < �

       

13x2 است؟ �>+ 3-كدام يك از انتروال هاى زير حل نامساوات 

خلاصة فصل ششم

تـمرينات فصل ششم
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) [ 2, ) ) (2, ) ) (1, ) ) ( 2, )a b c d� f f f � f         

0 باشد، كدام يك از رابطه هاى زير صحيح است؟  < <a b 4- اگر 

  1 1 1 1) ) ) )a b c b a d
b a b a

� �
< < � < � جواب هاى b، a وc درست اند

● جاهاى خالى را با كلمات مناسب پر كنيد.

+>0  ست همة ......................... كه نامساوى را صدق كند، به  bax 1- در نامساوى 

نام ست حل نامساوى فوق ياد مى شود.

[4,5] را به نام انتروال ............................. ياد مى كنند. 2- انتروال 

2 براى قيمت هاى .................................... منفى مى گردد. 4+x 3- بينوم 

● كدام يك از جمله هاى زير صحيح و كدام يك آن غلط است، در مقابل صحيح 

حرف)ص( و در مقابل غلط حرف)غ( بگذاريد.

(ست حل هاى يك نامساوى يك عنصر دارد.   ( -1
} يك انتروال بسته است.  :2 5}� d <x IR x (ست   ( -2

(ست حل هاى يك نامساوى خطى هميشه حل بى شمار دارد.  ( -3

● سؤالات زير را حل نماييد.

1- حل نامساوى هاي زير را به دست آريد؟

2

5 8) 0
4 3

) 2 3(2 9)
) 9 0

3 4) 1 0

2) 1 3

x xa

b x x
c x

xd
x

e
x

� �
� <

� < �

� <
+

� <

� d

2

5 8) 0
4 3

) 2 3(2 9)
) 9 0

3 4) 1 0

2) 1 3

x xa

b x x
c x

xd
x

e
x

� �
� <

� < �

� <
+

� <

� d

 0)3)(3() <+� xxb
2- انتروال هاى زير را روى محور اعداد مشخص كنيد:

) [ 1,2] ) ( 2,1] ) [ 1,1) ) ( 2,2)a b c d� � � �

3- ست اعداد زير را به شكل انتروال بنويسيد و به روى محور اعداد نشان دهيد.
) { : 2} ) { : 5}
) { : 1 6} ) { : 4 2}
a x IR x b x IR x
c x IR x d x IR x

� d � d
� � d d � � < <



فصل هفتم

معادلات يک مجهوله 
درجه دوم
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فعاليت

اگر يك اطاق توســط يــك قالين مربع 

شــكل طوري فرش شود كه طول اطاق 

m3  و عرض آن بــه اندازة  بــه انــدازة 

m2  از كنــار قاليــن زياد باشــد مانند 
شــكل مقابل بگوييد كه مساحت اطاق 

مذكور چقدر است؟

معادلات يک مجهوله درجه دوم

Quadratic Equations

● افادة الجبري را تعريف كنيد.

● معادله را تعريف كنيد.

● يك معادلة يك مجهولة درجه اول را مثال دهيد.

● شكل عمومي معادلة يك مجهوله درجه يك را بنويسيد.

) حاصل ضرب قوس ها را به دست آريد؟ 2)( 3) 0� + =x x ● در معادلة 

4 مقايسه كنيد. 3 1+ = �x x ● درجة معادله بالا را با درجة معادلة 

از فعاليت فوق نتيجة زير به دست مي آيد:

معادلاتى كه يك مجهول داشته و درجة متحول آن مساوى به 2 باشد به نام معادلات 

 20 , 0z + + =a ax bx c يك مجهوله درجه دوم ياد مي شوند. كه شكل عمومي آن

 b=0 را مجهول درمعادله مى گويند. اگر x c اعداد حقيقي و  b, و  a بوده درحاليكه 

c=0 باشد در اين صورت معادلة درجه دو را معادلة ناقص گويند. يا

مثال  1  : عددى را به دست آريد كه مربع آن به اندازة عدد شش از خود عدد زيادتر باشد.

 2+x

 3+x
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x بناميم بناءً سؤال فوق را به شكل رياضي طور زير مي نويسيم: حل: اگر عدد را 
2 6= +x x 2     يا      6 0� � =x x

براي حل اين گونه معادلات از روشى بايد استفاده كرد كه از آن حل هاى معادله به 

دست آيد، حل اينگونه مثالها را در درس بعدي بررسي خواهيم كرد.

مثال  2: در معادلات زير ضرايب b ، a و c را بنويسيد:
حل:

2x² – 4x + 1 = 0

3x – x² = 4

4x² – 1 = 0

7x² =49        

a 2

–1

4

7

–4

3

0

0

1

–4

–1

–49

b

c

d

2 2 2

2 2 2

) 2 4 1 0 ) 3 4 ) 4 1 0
3 2) 7 49 ) 4 0 )
4 3

� + = � = � =

= � = � =

a x x b x x c x

d x e x f x x

2 2 2

2 2 2

) 2 4 1 0 ) 3 4 ) 4 1 0
3 2) 7 49 ) 4 0 )
4 3

� + = � = � =

= � = � =

a x x b x x c x

d x e x f x x2 2 2

2 2 2

) 2 4 1 0 ) 3 4 ) 4 1 0
3 2) 7 49 ) 4 0 )
4 3

� + = � = � =

= � = � =

a x x b x x c x

d x e x f x xمعادلات              جزء             a ضريب      bضريب     c ضريب

1- در معادلات زير معادلة درجه دوم كامل و ناقص را مشخص كنيد؟
2 2 2 2) 6 2 0 ) 5 3 1 ) 2 4 0 ) 3� + = � + � = � =a x x b x x c x x d x

b, و c را مشخص كنيد. a 2- در معادلات زير ضريب هاى
2 2 2 2) 6 4 2 ) 3 4 ) 4 6 4 )� = � = � � =a x x b x x c x x x d
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آيــا مى توانيــد قيمتى را بــراى x پيدا 

نماييد تا ترازو به حالت تعادل آيد؟

حل معادلات يک مجهولة درجه دوم

2 را به دست آريد. 4 3 1+ = �x x ● حل معادلة 

مقابل  در جدول   x مختلف  هاى  قيمت  براى  را  بالا  تساوى   ●

بررسى كنيد.

كردن  پيدا  كه  دهيد  توضيح  فوق  سؤال  و  جدول  به  توجه  با   ●

حل هاى معادله يعنى چه؟

● جــدول مقابل را تكميــل نمــوده از روى آن حل هاى معادلة 

2 را به دست آريد. 4 3 0� + =x x

از انجام فعاليت فوق نتيجة زير به دست مى آيد:

قيمت هايى كه مساوات را در يك معادلة يك مجهولة درجه دوم بر قرار مى كند، حل 

معادلة درجه دوم مى نامند. 

مثـال  1  : مطلوب اســت دريافت عددي كه مربع آن مســاوي به 12 واحد بيشــتر از 
خودش باشد؟

x بناميم. بيان الجبري آن شكل زير را خواهد داشت. حل: هرگاه عدد مذكور را 
2 12= +x x

چگونه مي توان از مساوات فوق حل هاى آن را دريافت نمود.

x² – 4x + 3x
–3

–1
–2

0
1

x

2x + 4 3x – 1x
–3
–2
0
5
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x=1 را در معادله قرار دهيم ديده مي شــود كه طرف راست عدد 13 و طرف  هرگاه 
چپ عدد 1 به  دست مي آيد.

x=2 در معادله مشــاهده مي نماييم كه طرف راست  با وضع نمودن يك قيمت ديگر 
مساوات عدد 14 و طرف چپ عدد 4 به دست مى آيد.

x=3 مشــاهده مي گردد كه طرف راست عدد 15 و  با وضع نمودن قيمت بعدي مثلاً 
طرف چپ عدد 9 است.

x=4 مشــاهده مي نماييم كه طرف راســت عدد  بالاخره با وضع نمودن قيمت بعدي 
، تساوى عددى   4=x 16 و طرف چپ نيز عدد 16 اســت به مشاهده رسيد كه براى  

x=4 يك حل معادله مي باشد. 16  بر قرار گرديد، بنا بر اين  16=
خلاصه روش بالا را كــه براى دريافت حل معادله به كار 

برديم مي توانيم در جدول مقابل خلاصه كنيم.
آيا مي تــوان طريقه عمومى حل يك معادله درجه دوم را 

به دست آورد؟
مثال  2  : مطلوب است عددي كه حاصل جمع مربع آن با  

عدد1 مساوي به صفر باشد؟
x بناميم افادة الجبري ســؤال فوق عبارت اســت از:  حـل: هرگاه عــدد مذكــور را 

 101 22 �=�=+ xx
مانند روش فوق با وضع نمودن اعداد جستجوي خود را براي 
حل معادله آغاز نموده پيش مي رويم، به اين منظور مانند بالا 

جدول روبرو را در نظر مي گيريم.
از روي جــدول مي بينيم كه با  اين روش نمى توان تعادل 
x دريابيم  را بر قرار نمود، يعني نمي توانيم عددى را براي 
كه بــراي آن هر دو طرف معادله باهم مســاوي گردد. از 

طرف ديگر مســتقيماً از معادله ديده مي شــود كه هر گاه عددي را مربع نموده با يك 
جمع نماييم هيچ وقت مساوي به صفر شده نمي تواند.

بنابر اين معادله فوق حل ندارد.  

x² x + 12x
1
2
3
4

1
4
9
16

13
14
15
16

x x² –1
1 1 –1
2 4 –1
0 0 –1

–1 1 –1
–2
–3

4 –1
9 –1

x² x + 12x
1
2
3
4

1
4
9

16

13
14
15
16

x x² –1
1 1 –1
2 4 –1
0 0 –1

–1 1 –1
–2
–3

4 –1
9 –1

1- يك معادلة يك مجهولة درجه دوم را بنويسيد كه حل نداشته باشد.

 2 2) 1 0 ) 0� = =a x b x 2- معادلات مقابل را حل كنيد.                         
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فعاليت

سعى كنيد با يكجا كردن اين قطعات 

يك مربع كامل بسازيد.

حـل معـادلات يک مجهولـه درجه 
دوم به طريقة تکميل مربع

● طول  ضلع مربع بزرگ چقدر است؟

● مساحت هر قسمت مربعات مستقل را روى شكل بنويسيد.

را  آن  طورى  بگيريد  نظر  در  را   2 6 40 0+ � =x x معادلة   ●

ترتيب كنيد كه عدد ثابت يك طرف و حدود شامل متحول در 

طرف ديگر آن قرار گيرند.

● مساحت مربع بزرگ چقدر است؟

● براى اين كه افادة الجبرى شامل متحول با مساحت مربع بزرگ برابر شود چه عددى 

به دو طرف مساوات اضافه شود؟

● با استفاده از رابطة به دست آمدة قيمت x )حل معادلة درجه دوم( را به دست آريد.

از انجام فعاليت فوق مى توان گفت كه:

اين  تأمين  با  نمود  پيدا  براى حل معادلات درجه دوم  اين روش را  محمد بن موسى 

روش در حل معادلات درجه دوم به صورت عمومى از آن استفاده به عمل مى آيد در 

2 در مى آيد. 2( )+ =x p q 02  به شكل  =++ cbxax اين روش معادلة درجه دوم 

كه مراحل تجزيه آن عبارت است از: 

3x

3

x
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a=1  باشد. در صورتيكه 

 
2

=
bp ● ابتدا p را مساوى به نصف ضريب x قرار مى دهيم، يعنى 

قرار مى دهيم.
 

2 2( )
2

= � +
bq c ● سپس 

را حل مى كنيم. + =x p q ● درقدم آخر معادلة 

2 را به طريقة تكميل مربع حل كنيد. 2 8 0+ � =x x مثال : معادلة 

حل: ابتدا معادله را به شكل زير مى نويسيم.
2 2 8+ =x x

نصف ضريب x را به دست آورده، مربع آنرا به هر دو طرف معادله علاوه مى نماييم: 

 

4,231
9)1(

912
1812

2

2

222

�==�=+
=+

=++

+=++

xxx
x

xx
xx  

4,231
9)1(

912
1812

2

2

222

�==�=+
=+

=++

+=++

xxx
x

xx
xx

 31 ±=+x

 

معادلات زير را به طريقة تكميل مربع حل نماييد.

 0=2 2 25) 8 24 ) 0 ) 6 13 0
4

+ � � � = � � =a x x b x x c x x
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فعاليت

مشاهده نموديم كه معادله هاى درجه دوم يك مجهوله را در حالت عمومى به شكل 
2 مى نويسيم، كه در آن b ، a و c اعداد حقيقى و a خلاف صفر  0+ + =ax bx c

مى باشد، براى حل كردن آن طورى زير عمل مى نماييم:

2 طرفين رابه عدد خلاف صفر مانند a تقسيم كنيد. 0+ + =ax bx c ● براى معادلة 
2 0+ + =

b cx x
a a

● اعداد ثابت را به يك طرف معادله و اعداد مجهول را به طرف ديگر قرار داده، مربع 
نصف ضريب x را به طرفين جمع مى نماييم:

2 2 2

2
2

2

( ) ( ) ( )
2 2

4( )
2 4

+ + = �

�
+ =

b b b cx x
a a a a
b b acx
a a ' نشان ميدهيم. 2 را  به  4�b ac براى ساده نويسى 

2 به سؤالات زير پاسخ دهيد. 0+ + =ax bx c براى هر معادلة درجه دوم به شكل 

2 باشد، حل هاى معادله كدام هااند؟ 4 0' = � =b ac 1- هرگاه 
2 باشد، حل هاى معادله كدام ها اند؟ 4 0' = � >b ac 2- هرگاه 

2 باشد آيا معادله در ست اعداد حقيقي حل دارد؟ 4 0' = � <b ac 3- هرگاه 
از فعاليت فوق نتايج زير به دست مى آيد:

 c و   ,b a اعداد حاليكه  در   2 0ax bx c+ + = دوم درجه  معادلة  هر  نتيجة1 :حل 

فورمول محمد بن موسى 

2 2

2

4
2 4
b b acx
a a

�§ ·+ =¨ ¸
© ¹

با تقسيم نمودن اطراف معادله 
    2x 02  بــه ضريــب  =++ cbxax
بگوييد كه مســاوات مقابل درســت 

است يا خير؟
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2 گرديده داريم كه:   4b ac' = � 0a باشد z حقيقى و
'0 باشد معادله دو حله)جذر( مختلف دارد؛ كه عبارت اند از: > 1- اگر 

1 2,
2 2

� + ' � � '
= =

b bx x
a a

'0 باشد معادله داراى دو حله)جذر(مساوى يا مضاعف مى باشد كه قرار  = 2-   اگر 

1 2 2
�

= =
bx x
a

زير است:              
'0 باشد معادله حل)جذر هاى( حقيقى ندارد: < 3-  اگر 

نتيجة2 : حاصل جمع و حاصل ضرب حله ها)جذرها(:

1 2

2

1 2 2 2

2 2
4

2 2 4 4

� + ' � � '
+ = + = �

� + ' � � ' �'
× = × = = =

b b bx x
a a a

b b b ac cx x
a a a a a

1 2

2

1 2 2 2

2 2
4

2 2 4 4

� + ' � � '
+ = + = �

� + ' � � ' �'
× = × = = =

b b bx x
a a a

b b b ac cx x
a a a a a

1 2

2

1 2 2 2

2 2
4

2 2 4 4

� + ' � � '
+ = + = �

� + ' � � ' �'
× = × = = =

b b bx x
a a a

b b b ac cx x
a a a a a
.

2 را دريافت كنيد. 3 1 0� + =x x مثال  1  : حله هاى معادلة 
2 4 9 4 1 1 5' = � = � × × =b ac '  را پيدا مى كنيم.     حل: در قدم اول قيمت 
'0 است بناءً معادله دو حل مختلف العلامه دارد؛ كه عبارت اند از: > چون 

1 2
3 5 3 5,

2 2
+ �

= =x x

29 را در صورت موجوديت پيدا كنيد. 12 4 0� + =x x مثال  2  : حله هاى معادلة 
2 24 ( 12) (4 9 4) 144 144 0' = � = � � × × = � =b ac حل: داريم كه:                       

'0 است معادله دو حل مساوى دارد. =  چون 
3
2

18
12

92
12

221 ==
�

�
�=�==

a
bxx

25 را حل كنيد.  2 1 0+ + =x x مثال  3  : معادلة 
'0 است، يعنى: < حل: معادلة مذكور حل ندارد زيرا

2 24 2 4 5 1 4 20 16' = � = � × × = � = �b ac
24 حاصل ضرب و حاصل جمع جذور معادله را دريابيد.  3 1 0� � =x x مثال  4  : در معادلة 

1 2 1 2
3 1,
4 4

�
+ = � = × = =

b cx x x x
a a

حل:                         

معادلات زير را حل نماييد.
 060123)096) 22 =+�=++ xxcxxb2 2 2) 4 21 0 ) 3 0 ) 3 2 1 0+ � = � � = � � =a x x b x x c x x
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2 بوده، طوريكه 0+ + =ax bx c ● شــكل عمومى هــر معادلة درجه دوم عبــارت از 

0za باشد.

2 را به نام معادلات درجه دوم ناقص  0+ =ax bx 2 و  0+ =ax c ● معادلات شــكل 

ياد مى كنند.

2 است. 1, 0= � =
bx x
a

2 عبارت از  0+ =ax bx ● حل هاى معادلات 

1 و حاصل ضرب جــذور از رابطة   2+ = �
bx x
a

● حاصــل جمع جذرهــا از رابطــة 

1 به دست مى آيد. 2× =
cx x
a

1,2 به دست  2
� ± '

=
bx

a
 ● به صورت عمومى حل هاى هر معادلة درجه دوم توسط فورمول 

2 است. 4' = �b ac مى آيد كه 

'0 باشد معادله دو حل حقيقى مختلف دارد. > ● هرگاه 

'0 باشد معادله دو حل مساوى دارد. = ● هرگاه 

'0 باشد معادله در ست اعداد حقيقى حل ندارد. < ● هرگاه 

2 يا 
1 2 1 2( ) 0� + + × =x x x x x x ● جهت تشــكيل معــادلات درجــه دوم از رابطة 

1 استفاده مى گردد. 2( )( ) 0� � =x x x x

     خلاصة فصل هفتم
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● در ســؤالات زير به هر ســؤال چهار جواب داده شــده، جواب صحيــح را انتخاب 

كنيد.

c عبارت از: b, و  a 24 ضرايب  3 1= �x x 1- در معادلة 

3 , 4 , 1= � = = +a b c  1=c ب(    3 , 4 , 1= = =a b c الف( 

د( هيچ كدام     4 , 3 , 1= = = �a b c ج( 

23 عبارتند از: 8 5 0� + =x x 2- حل هاى معادلة 

1 2
5 , 1
3

= � =x x ب(     
 
1,

3
5

12 == xx الف( 

د( هيچ كدام ج( الف و ب     

2 مساوى است به: 10 16 0� + =x x 3- حاصل جمع جذور معادلة 

 1 2 5+ = �x x ب(     1 2 5+ =x x الف(

 1021 =+ xx د(      1 2 8+ =x x ج( 

'0 باشد: > 4- اگر 

ب( معادله دوحل حقيقى و مختلف دارد. الف( دو حل مساوى دارد.   

د( يك حل دارد. ج( حل ندارد.    

● جاهاى خالى را پر كنيد.

1- شكل عمومى معادلات يك مجهوله درجه دوم .................................... است.

 حاصل ................................ است.
c
a

� حاصل ...................... و 
b
a

 -2

3- اگر .............................. باشد معادلة درجه دوم حل ندارد.

4- اگر درجة يك معادله برابر دو باشد معادله ............................. دارد.

تمرين فصل هفتم
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● سؤالات هاى زير را بخوانيد به مقابل سؤالات صحيح آن حرف)ص( و در مقابل 

سؤالات غلط آن حرف)غ( بگذاريد.

2 باشد معادله در ست  اعداد حقيقى حل ندارد. 4 0� <b ac ( اگر   ( -1

1 است.  2, 2
� ± '

=
bx

a
( فورمول محمد بن موسى   ( -2

  2
1 2 1 2( )� + + ×x x x x x x ( براى تشكيل معادلات درجه دو از رابطه هاى   ( -3

استفاده مى گردد.   0))(( 21 =�� xxxx و 

( معادلاتى كه يك مجهول داشته باشند و درجة مجهول)متحول( آن مساوى   ( -4
به 2 باشد به نام معادلات يك مجهوله درجه دوم ياد مي شوند.

● سؤالات زير را حل كنيد.

c را نشان دهيد و بگوييد كه كدام آنها معادلة  b, و  a 1- در معادلات زير ضرايب 

كامل و كدام آنها ناقص است:

2 2 2) 3 4 1 0 ) 3 1 0 ) 2 6 0� + = � = � =a x x b x c x x

2- معادلات زير را توسط تكميل مربع حل كنيد:

2 2

2 2

6) 4 3 1 0 )
5 5

) 2 3 1 0 ) 3 0

+ � = + =

+ + = + =

xa x x b x

c x x d x x

3- با استفاده از فورمول عمومى معادلات درجه دوم حله هاى معادلات زير را دريابيد.

2 2

2

) 7 8 1 0 ) 3 2 0
) 0.27 0.6 0

� + = � + =

� + =

a x x b x x
c t t

4- جذرها يا حل هاى معادلات درجه دوم در زير داده شده اند معادلة آن را بنويسيد.

) 2,0.5 ) 3, 1 ) 0,2 ) 2 1,2� � �a b c d


