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 دا عــــزت د هـــر افـغـان دى
 هر بچی ي３ قهرمـــــان دى
ازبـکــــــــو د  بـــــلـوڅـــــــو   د 
 د تـــرکـمنـــــــو د تـــاجـکــــــو
 پــاميــريـــان، نـورســـتانيــــان
 هـــم ايمـــاق، هم پشـه ４ان
 لـکـه لـمــر پـر شـــنـه آســـمـان
 لـکــــه زړه وي جـــاويــــــدان
 وايـــو الله اکبر وايو الله اکبر

افغانســـتـــان دى  دا وطن 
 کور د سول３ کور د تورې
 دا وطن د ټولـــو کـور دى
 د پ＋ـــتــون  او هـــــزاره وو
 ورســـره عرب، گوجــر دي
 براهوي دي، قزلباش دي
 دا هيــــــواد به تل ځلي８ي
 په ســـينــه ک３ د آســـيـــا به
 نوم د حق مـــو دى رهبـــر

ملي سرود
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ȨUE=e ,f%e ɫfQȧ¢ {�4r/r 0¢ Ȩ`�M� ˿ + r� ͅsy xĎƈ lf(0� Ȳy q)Úɞ� q�/r c�Qȧ¢ ȨjĎes` {p`� ȲÞ

)b�4s` (sy�r +r/+ ͅr .
 m+ m/�ƉĤ q� s`s� ȲÞ qƭj0Ṳ̢̨̪́q¢ _�ƈ + Ȳkos¢ + _�ƈ 2y0˯ x0!o + q� qae� ȯ+ q` ͅs8 _sesjr qe�j

xr ,o�8 sjsjs`,� r/rė + ͅc�Ij 2zjrsĤ +�sȱo i�0Ƭ .m+1 ͅȨƉjrsĤ + r� m/�+� ͅȨËjrsĤ ͅ���ƈ ͅȨƉjrsƈ
 q¢ Ȳj1r/ r� ȲjrsĤ + +�sȱo + ȲÞ ͅxĔzƈ ba� ʆ�kL 2z�5k� ˻sƬĔ£8 c�Ij 2zkos¢ + +�sȱo + Ȳj�Ƭ�/s8 sky,`�r

r/ gpe Ȳƈ �z�)e0¢ r� �z�(�0¢x0` _ . + ͅc�Ye q���ʁe + �/�1r Ȳkos¢ + i��5j�QT� + Ȳƈ �(r gpe Ȳ4�+ q¢
ȥ+ leė q� sjsjs`,� r2z�5k� /s` q¢ �ȧ�(�0¢ r� ȯ+r + Ȳƈ c�Ij 2zjrsĤ q¢ +�sȱo.

x+ q)Ú sjs�s�yĎes` sfpe q` �/�1r Ȳkos¢ + ͅ�z�(�0¢ r� #ʙ<� ��=j 2zjrsĤ + qae� ȯ,fo q` . q¢ qƑj/�,fo
,e ͅszËjrsĤ q� NȰ1s� r� �zUzƈ ͅ�s�%e sjs���ƈ ɾ/+ + ͅȲƈ s��5z4�� r2zjrsĤ ʊs=( r� {� r̀+ s`s� r� s4/

x0` ȥ�Ê Ȳƈ ɺ q¢ r/�Þ + �/�1r Ȳkos¢ + qj0ae�¢ . is�8 q` sjs���ƈ ɾ/+ q�zUzƈ�� + ȲÞ ͅsy /r�� ȯ+ q¢ ēse
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i�/˴Me i��5j�QT� ˳a�)e0¢ msy + ��4xr {Ɖjr,ȱ4r� /s�Ƭ r� i,f�e Ȳk`s� + r� ͅ.
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xr.
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Ý §ĕâò ûèåì�ò¹�¥)Properties of Limit(
  ��ë�²@@á ¤á�@@¦á § ì@@åìýòâĕÝ§�ì@@¥ çĘ�ë§ëĒ ē@@f è@@Þl
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1-    ēf ç«�cÝ Ē§§bxf
ax

 
o

)(lim  <ðµ ç¬± § ēf ç§ ðÑ�l ë� ß÷)(xf È���  §¨@É ���� çìñ §b   ē@� Ēì@ñ ë�
 È��� ðæfìl �ñ�êå)(xH ēf èÞlaxoÉìâ�á §ē èbÜmµēæÊñ <ðµ Û§ìĈë:
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xax H
æfìl �ñ�êå ē� §ĝÈ��� �ñ�êå ē� çìñ àé �ò� èÉìâ�á ìå�pæfìlĝç§ È���.

3-æfìl �ñ�êå ē� §ìòÈ���ç§ È��� îæfìl �ñ�êå ē� çìñ àé �ò� Ü¹�¡ �¬½ § ìå�p.
4-  èlĒ¬ĕf)(xH æfìl �ñ�êå ē� çìñĝ  ë� È��@�)(xu          § ì@å <ïë è@å ¬Ò@¹ ē@ñ û@òâĕÝ ē@f ïë È��@� çì@ñ ē@±�§
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xu
xxv H

 æfìl �ñ�êå ē� çìñ È���ĝç§ È���.

Û��á:
I ( §9)( 2 � xxH ēf èÞl È���3ox < �ñ�êå ē� çìñlēf èmĀ ç§ È��� îæfì:
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 �� � � �
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1.  È��� ìĄ §ìå�p  ēÉìâ�á § Ýĕâòû        Ý § È��@� Ē¬@é ëĘìáìå §ĕâò         ïë�²@á ç¬@± ēÉì@â�á è@Ý ì@åìýï§ ē@æÊñ < :  è@l

Ē¬ĕf §)(,)( 21 xfxfÈ���ēf ë¬Ý ìå <ïë ēå�p :
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� �
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 ð���Þ�á § ìå�p È���Ýĕâòû
Trigonometric functions limits

    @ñ�§ Ēìñ § èl¬  Ç�Ê@µ Ē    ̈ @¡�ë ì@ñ)1unit( Ęì@áìå <ïëï
ðñ�ë ç¬ñ�§ ÛëĖ èĄ è� Ē¬ñ�§.

�òÝ�ÊÑ
x²ò± èb ì��òâl èòÊ½ë§� ēl à §),( roCç¬ñ�§ ð���Þ�á èb § ēlT�ęl à±« èñë� ï®l¬á.
x §C èÝå¬ê�ðmü ðĒ¨å�� ç¬ñ�§ èb è¦Ą§ox «ì¢á ¬b §CA ¯�âá ë�MB §ìâÉ�ęl à±«.
x §C îmü èÝ Ē¬ñ�§ §�ęl Ü¹ë ç¬± ®l¬á.
x�ęl è�ìp èb ¨¡�ë ìÝìl ç�¨å� § ¯ìÕ Ü��Öá § ēñë� ï®l¬á §.

 èÝæ�«ìbð è¦Ą �òÝ�ÊÑ èò¾Õëì�ì�� ë� ã�ò� ē±�§:
èò¾Õ:ìñ §Ē ēñë� ēÎé § ë� äñ�± § ēñë� § ��²åâĕÝòûïë�²á èb)1 (ï§<ïęlë �¬Ö� è� ¬Ò¹ èñë� ēf èÞl.
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 § ìå�p È����ñ§�â�á
Continuity of functions

�ęlë ß�b è� ìåìÞmµ.
   Þb àñë§ ë� íęáìÝèåì  ìñ   Ü� èÝ è¦Ą     Ü@c¥ <ï¬@Ý ¬òbì@� è@Ą

�ęl ã�ò� ¬Æå.

  §   ìå�p È���    ï¬Ý èåìÞmµ ÐÞ�¦á èåìÑ�¬p ēf       àÞÕ çìñ èb ēñ ēæòĀ   èlìĄ àÞÕ § ēf Ē§ èÝ è�¬b�l èÝ  è@¦Ą ªÍ  è@�«ìb
  ðµ Þº�á <ïěĕâ±«ē    ï§�â�á �ñ ēå�p È���  ěĕl ÜÞ�   ēæòĀ ë� ï ēñ      ĕâ@±« ð@µ è@å à@ÞÕ çì@ñ è@b¨÷í    è@b à@±« § ē@æÊñ

            ēÞĀ ìĄ �ñ ÜĀ ìñ èlìĄ àÞÕ § ¨ñ�� ēl �¥ë § è¦Ą ªÍ�lðµ è�«ìb< ēl è¥¬� çìñ èb èmĀ ïë Ăì@Í Ï�¬p ēñ<
 ÛëĖ èÍ§�Č È���Ęìáìå èb ēåí ēl ēmüÞº�á ¬òÍēòÍ �ñ ï§�â�á ¬ēå�p È���ïěĕl ÜÞ�.

dÌ·Z §

x §xxxf 4)( 2 � Ï�¬p È����ęl à±« .
x§)(xf § ûòâĕÝ È���§1 x èb èÂÖå�ęl �¨òb ēl.
x§)(xf §� § �âòÕ È��1 xèÂÖå èb ë� �¨òb ēl§ è�±ë«ëë��ęl èÞ�¬b ç¬± ēmñĘ� çĘ.

æ±�b èÝððĀ�« ¯÷ èb èÞñ�b Ē¨å÷ è¦Ą �òÝ�ÊÑ:

èÞñ�b:§)(xfy   § È���ax   èbÞÞ� ï§�â�á ēl ðmüèïěĕlēf èåìÁ¬µ Ē¨å÷ēl èbïęlë Ó¨¹.
1- §)(xf § È���aïë ïìµ Ðñ¬Ê� ēl ēmü èb.
2- È��� ïìµ Ûęl�« §a ēl ēmü èbÝĕâòï¬Ýë û.
3- §)(af § ¨ñ�� �âòÕ)(xfèÝÝĕâò ûïë ïë�²á ç¬± :)()(lim afxf

ax
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ęáìÝíÛ��á: § ēf �òĈë12)( 2 �� xxxf� § È��20  x èbç§ ï§�â�á ēl ðmü.

Ü¡: ðÖòÖ¡ Ûìü è¡�± Ðñ¬Ê� § È��� § ēf èqå¬Ąèåë§¨Éï§<ìå �ñ§�â�á §èÝìµ íømòÝ è¦Ą ìåìÁ¬µ:
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    Û¨òÝ ēf èčå¬Ąïěĕl1�  § È��� § èb Ðñ¬Ê�è¡�± ēlÜá�µ èåí§<�æ�B? § È��� íĘìáìå1� á ē@l ðmü èb� §�@âï
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 èb È��� ìå1 x ï§�â�á ¬òÍ ēlç§.

èÞñ�b:   èlĒ¬ĕf   §)(xg   È���  §ax       ēl ðmü èb)(xf  èb)(agx   ìå <ïë ï§�â�á ēl))(( xgf  è@b
ax   ēl àé§ ï§�â�áçæÊñ <ē:
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M �ñ§)(xf  È���§3� x èbmüð>ç§  ï§�â�á  ēl
Ü¡: ēf èqå¬ĄÈ���§3� xÐñ¬Ê� ç§ èå ēl èÂÖå èbèb �ñ Ēìµ § �«��É Ü�3� èb Ðñ¬Ê� § È��� § §¨É

Üá�µ í§ èå ēl è¡�±  È��� èÞá� Ē§ èÝìå <§3� x ēmü èbç§ èå ï§�â�á ēl.

�ñ§�â�á ¬òÍ: èlĒ¬ĕf §)(xf èb È���ax  è¦Ą ìåìÁ¬µ Ē«§ Ē¨å÷ èÝ ìñ ēl ēf ìñ�ë ï¬Ý èå ëf èb
a ë� ç§ ï§�â�á ¬òÍ ēlaí§ îmü Û�ºÒå� § ēñ .í§ èÝëĖ Ē«§ èb Û�ºÒå�.

ÛëĖ íęáìÝ: §f § È���aýòâĕÝ ï«ìÝ ďòl ë� ðĈ § ēl ðmü èbï¬Ýë èåì<ïë èå ïë�²á ì¥.
ÛëĖ àñë§:ìåìýòâĕÝ ëë§ èÝ ìñ èâl ¬� àl)èåìýòâĕÝ ï«ìÝ ďòl ë� ðĈ §(ïë èå §ì�ìá è¦Ą.
ÛëĖ àñ«§: èlĒ¬ĕf § È���aï¬Ýë ûòâĕÝ ēl ðmü èb< ì¥a §f Üá�µ ēl è¡�± èb Ðñ¬Ê� §ïë èå.) Ē�ìñ

ïë îmü ðÝ�¥ ìñ(.
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ēæ�Ĉìb
 ôë Ƅì¶ ƄƉƄō ÃëŃƃ ƀÝğÃö¾ƃ ĬƉĿĤźĮŹ ŠħĤĭ Ŀ.

2;
3

9
)()

2;3

0;
)()

0;
||

)()3;|3|)()

3;
)3(

1
)()2;

52

8
)()

1;
)52(

3
)()3;)2(5)()

2
3

32

2

2
72

 
�
�

 
°̄

°
®


 

z
�

 

   � 

 
�

 � 
�
�

 

� 
��

�
  �� 

x
x
xxfh

x

x
x
xx

xfg

x
x
xxgfxxxfe

x
x

xfdx
x
xxhc

x
xx

xxfbxxxxfa

http://www.abbyy.com/buy
http://www.abbyy.com/buy


33

 ï§�â�á §�Č È���ìåèåì�ò¹�¥
   ¤á�¦á §��ë�²áì�ęlë dì± çĘ� èb  �@ÖòÖ¡ ēf

èå èl ë� ï¬Ý>

�òÝ�ÊÑ
x èl1)( 2 � xxf�ęĕĄë �ñ§�â�á È��� § ïë.
x èl3)( � xxgñ§�â�á È��� § ïë��ęĕĄë.
x §)()( xgxf � §�Č È��� ìå�ęĕĄë �ñ§�â�á.

æ�«ìb §ðëìå�ò� ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑ:

èÞñ�b:èl§)(xfë�)(xg �Č È���ēå  §cx    ðmü èb â�á ēlï§�    ìå <ïëèÝ   Ē¨å÷   �@Č È��@�  ìå   ē@ñ è@¦Ą
 èb çìñ ç¬écx   Û�ë¬ýå� çìñ �ñç§ ï§�â�á ēl.

1 - §�Č È��� ìåÈâ�)()( xgxf �

2 - §�Č È��� ìå Ôñ¬Ò�)()( xgxf �

3 - §�Č È��� ìå½�¬)()( xgxf �

4- §�Č È��� ìåàò²Ö�0)(;
)(
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zxg

xg
xf

ęáìÝĜèqÞĕ�: èl3)( 2 � xxf ë�23)( 2 �� xxxgìå <ïë:
1 -f ë�g§1 xðmü èbēl ï§�â�á§ïë�>èå èl
2-�ęĕĄëēf:

ÐÝ� ())(()()( xgfxgxf � �ïë.
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� ())(()()( xgfxgxf � � §1 x èÂÖå èbï§�â�á ēlç§Í èl ë�òï§�â�á ¬.
Ü¡:¬é íęáìÝç È��� çìñøĕ�Þĕ�èĄĕ ç§ ï§�â�á ēf ëęlè>èå

4)31()1()3
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 § ìåfÈ���§1 x èÂÖå èb§  ï§�â�á ēlç.
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 ¬²lûòâòÝ�ęl �¨òb.

ìñ §Ēá ðæ¢æáòÜ
xü çë§ À¥ àòÖ�²á çìñ § èl ēm),( 11 yxA ë�),( 22 yxB àòÖ�²á Ē§ § ìå <ïë ßìÞÊá À¥ ÜòáèÝ ēáìl

ðĀ�« ¯÷ èb è¦Ą ēÂ��«.
xM>ï¬Ý çĘ� Ē«ìb ðmü Ēęčå�Ā çìñ èb èl >ï§ ïë�²á ë� ���� Üòá À¥ àòÖ�²á çìñ § �ñ
xM    ï¬Ý çĘ� ç¬± ēñë� ēÎé § Üòá À¥ àòÖ�²á § �ñ ē@f  àòÖ�²@á  À@¥  § ē@ñx §    «ì@Ý �@��á è@Ý «ì@¢á  ç¬@± Ē

>ïëĘì�
xMÞòá ðæ¢æá ë� À¥ àòÖ�²á § �ñòèåì �¨òb ã�µ ìñïěĕl>
èÝ æ�«ìbìò   ̈æČ¬Ą è¦Ą ìæ�ĈìbĔ      å�±� èb Üòá ðæ¢æá § ēf ïěĝ    í÷ìl �¨òb ì¶å ç¬±<À¥ ðæ¢æá ēf èmĀ   ¬@é è@b

            ĕ� ēl ìmü ìÒÞ�¦á èb ë� ïìl«ë ãìÝ¨� è� ¬ò²á Üc¥ ēl ðmü    ì@ñ § íęáìÝ èÞ�l Ē§ èÝ ìå <ï¬Ý èåìÞòá Üĕ�øç  ð@æ¢æá
 À¥ëĘë�« ¯÷ èb Ûìá«ìÑ ìñ ç«�cÝ ē�±�¢á § ēñ �ò� ë� ëìÒñ¬Ê� ēl ðmü çìñ èb èÎé § Üòá.

�òÝ�ÊÑ
x § ēl ïì�²á èb ì��òâl èòÊ½ë §cðæ¢æáÀ¥ § ë� à±«P ë�1P Ē¬b ðmü çë§�l�üë.
x §1P § ēl ðmü èb1' § ë� ÈÁ�Õp § ēl ðmü èb'�ęl à±« ¯�âá.
x   § èl1P   § îmüC       ïę@lë �@l¬¡ ē@±�§ Ē¨å�� ðæ¢æá èb ē@f §p @müð  è@� Ē§i@å ð@µ<    § ē@l è@Þñ�b è@b1'

 àòÖ�²á À¥ èÝ'àòÖ�²áÀ¥ èmñĘ� èĄ ç¬±ïìl �¨òb>
æ�«ìb §ðëìå�ò� ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑ:

  §'      § ēf Üòá À¥ àò�Ö²á §C      § ç¬± ðæ¢æá èÝP èb
  èÂÖå  ēl    è@Ý ēñë� ēÎé § í§ ¯�âá)tan (  ç¬@±  ïë�²@á

  òÖ�²á ēf í§     § ēñ À¥ àx          �@ê� �@��á è@Ý «ì@¢á §
ïëĘì� ç¬±.

?
1

)1()(lim
1

 
�
�

o x
fxf

x

x

y

P
1P

'

C

1'

http://www.abbyy.com/buy
http://www.abbyy.com/buy


44
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3-Ô�¶á Èâ� Ü¹�¡ §:

�òÝ�ÊÑ
 §u ë�vmåëìæá Ô�¶áðÈ����²òåë ēl ß�b èb ēå�p.
xM �ñ§vuy �  È��� § Ô�¶á Ęë>ç§
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Û��á íęáìÝ: §)3( 23 � xxy§>�ęl �¨òb Ô�¶á È���
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7- § Ēìñ«ª�È�¬âÝ�È���Ô�¶á :

�òÝ�ÊÑ
  §xy  ð²òåë ēl ß�b èb È���.
x §xy  È��� è� Ûì¢�á§x'ęl«ë ¨ñ�®� ç�¨å� èb� �¨òb ¨ñ�®� È��� §ęl�.
x ¯÷ § è�ÞÍ�«ðÂ��«ē èÝÝ è¦Ą ëë�ì¥ ëĘ�ë§ĕòâûð²òåë ēl �«ì¹ èÎé èbēf0o'xęlëï.
§æ�«ìbð ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑëì�ì��:
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8 - §uÔ�¶á È���

�òÝ�ÊÑ
x èlĒ¬ĕfy §u ë�u §x § ïë ðmåëìæá Ô�¶á ë� È���y èmñĘ�u ë� è�u <x�ìl ¬mÑ èĄ è�.
x §u § è� Ûì¢�áu' �ęl«ë ¨ñ�®� ç�¨å� èb §y' èĄ çĘ� èb ¨ñ�®� §¬mÑ�ìl.
x ēf �²òåë ûòâĕÝ è¦Ą ëë�ì¥ çĘ�ë§ èÝ ì��ë�²á §0o'xïęlë.
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Û��á àñ«§: §)3)(1()( 3 �� xxxf �âòÕ Ô�¶á § È���èb8 x�Ęë�« ¯÷ èb ēl ðmü  .
Ü¡: §vuy �  ë�n uy   È���èÝìµ íømòÝ ç¬± ēæ�²ĕ¥� èýp èb è¦Ą Ô�¶á:
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§�l¬áì�Č È���Ô�¶á ìå)¬òāåïç¨É�Õ(Chain Rule

  � ¤á�¦á §        ã�@ò� ¬@Æå Üc¥ çĘ� èb Ümµ ë� ēmñĘ
�ęl.

�òÝ�ÊÑ
f èlĕ¬Ēy §u ë�u §x È��� ïëĘë Ó�Ö�µ� § ë�ëï.
x ēf �±�ñ�ëëy §u ë�u èÝx>í¬Ý èmñĘ� èĄ ç¬±

xM �ñ §
u
uyy
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xĘ�ë§ ��ë�²á ðæ�«ìb §ĒĒë�ì¥ èbx'�¶ñëë.
x èlĈ §ð ìåë¬²l § £Ę�Ā ìåì�¬¦á §ðµ Û¨� èåìñ�<Ý¨� ēl èÂ��« ðæ�«ìb èb>ðĀ�« ãì
x ðæ�«ìb §��ë�²áÝ ēl �«ì¹ èÎé èb è¦Ą Ï�¬Á� èÝĕâûò ēf ð²òåë0o'xęlëï.

b §æ�«ìðb �òÝ�ÊÑ�ñ ē±�§ èÞëì�ì��:
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èåë§�ñ:
I.  èlĒ¬ĕf   §f     § È��@�)( 0x        Ô�¶@á ē@l  ð@mü è@b ï¬@Ýë  ì@å <)(' 0xf §  è@Îé   Ü@òá ¯�@âá  § ē@f í§

))(,)(( 00 xfxïěĕâ±« ç¬± Ï�¬p èÝ È��� § �ñ ðæ¢æá èÝ ēl èÂÖå èb.

Û��á: §3)( xxf   § § Üòá È���10  x ðmü èb�ęl �¨òb ēl.
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II. § èlf § È���0xx   èbïë Ęë Ô�¶á § ēl ðmü< È��� �§ ìå§0x ðmü èbç§ ï§�â�á ēl < ì¥
 °mÉ¬� ēñà±l ēæÊñ <ç§ èåĕðµ í�¨<ï§�â�á ēl ðmü çìñ èb È��� çìñ èÎé èb ēÝë <ïë ðmü § ēl

ïë èå Ęë Ô�¶á.
Û��á: §||)( xxf  È��� § § Ô�¶áèb0 x�ęl �¨òb ēl ðmü.
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ïěĕl Û¨òÝēf)0(')0(' �� z ff èb È��� ìå <í§0 x È��� ēÝë <ç§ èå Ęë Ô�¶á § ēl § ¬Ò¹ ðmü èb ēl
ç§ ï§�â�á.
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���Þ�á § ð�Č È���ìåÔ�¶á
Ï�¬p ¤á�¦á ÛëĖ èĄÈ���>ðòĈ �«

�òÝ�ÊÑ
x���Þ�áðęl Ðñ¬Ê� ã�ñ§�« ë� ç¬ñ�§�.
xM �ñ �§1sin1 dd� x¬Ý �ÖòÖ¡ èmñĘ�ïèå èl ë�>
x§xy sin ²òåë ēl ß�b èb È����á¢�Ûìè�§x'èbãìÝ¨� ç�¨å�ë«ęl��²òåë ēl ß�b èb ãìÝ¨� È��� § ë�.
x §xxx sin)sin( �'����Þ�áðÂ��«ēęl«ë Ï�¶må� è��>
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âĕÝ ēl �«ì¹ò ēf �²òåë û0o' xïęlë.
èÝ ē±�§ èÞñ�b è¦Ą �òÝ�ÊÑ è�«ìbëì�ì��:
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 §xy cos  È���Ô�¶á
Ï�¬p ¤á�¦á ÛëĖ èĄÈ���>ðòĈ �«

�òÝ�ÊÑ
x §xxfy cos)(   è� Ûì¢�á ēl È��� èb§x' § è� È��� ë�y'ç�¨å� èb¨ñ�®�ęl«ë�.
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 §xy tan Ô�¶á È���
ðòĈ�« È��� ÛëĖ èĄ Ï�¬p ¤á�¦á.

�òÝ�ÊÑ
x §xy tan �mòÝë Ümµ èb ��²å § È���.
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Û��á àñë§: §xxy cotsec � �ęl �¨òb Ô�¶á È���.
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��Ö�¶á ðæâ½
�mòÝë ç¬± �«��É èb ��ë�²á ¤á�¦á.

�òÝ�ÊÑ

x §42 2 � xy�ęl �¨òb Ô�¶á È���.

x §12  � xyy >ç§ È��� èÝì¢�á ìĄ È���>ï¬Ý Ümµ ÛëĖ èĄ ēñ Ï�¬p

x �¨òb Ô�¶á È��� ðæ�«ìb §�µ í÷ìl.

ì@@@ñ §Ē ð@@@æ¢æá À@@@¥ē@@@l à�²@@@ò± è@@@b ì��@@@òâl èòÊ@@@½ë § è@@@Ý§�Êáè@@@Ý �«�@@@�É)(xfy   è@@@¦Ąç§< í§ è@@@Ý
è@@@@@ñ�Ā0)(  � xfy ïě@@@@@ĕlë�)(xfy �ì@@@@@ñç§ë çè@@@@@Ýì¢�á È��@@@@@� §xë�yç§ è²@@@@@æ� è@@@@@Ý< è@@@@@l

)(),( xfyyxF �     ì²òåë ēl ß�b èb È���<         § èÝ§�Êá ðæ¢æá Ē § § ìå),( yxF ïìl ç«ìÍ Ümµ<  è@b Û��á §
ÛëĖ:25),( 22 �� yxyxF<ïë§ ì@@@@@@å0),(  yxF è@@@@@@Ý  ì@@@@@@µ íømò@@@@@@Ý è@@@@@@¦Ą ēÝ§�@@@@@@Êá
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áìâÉ èbð ÛëĖ §0),(  yxFl èÝ§�Êáĕå�Č È��� ìĄ § ēf ðµ í�¨ èÝ§�Êá ì§)(xfy  <ïë èđ� èb èå¬Þá�b

ęlë�.
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áìâÉ èbð÷�¡�ì èl ēl  ñ¬¹ ¬òÍ È���ëï <ïë èå ¨æČ¬Ą ēmb Ûì¢�á È��� § ë� Ûì¢�á ÜÖ�²á ēf �æÊá Ē§ èb
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«§Û��á àñ: §026  �� xyy È����ęl �¨òb Ô�¶á ðæâ½.
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§ë àñÛ��á: §0322  ��� yxyx èb § ēl èÝ§�Êáy ��²å Ô�¶áx § è�)1,1(mü èbðb ēl ¬b ë� �¨ò
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«§àñÛ��á: §xyyx � 332 5 È���  ñ¬¹ ¬òÍ�ęl �¨òb Ô�¶á ðæâ½.
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ēæ�Ĉìb
1- §5cossin  � xyyx §È���  ñ¬¹ ¬òÍðæâ½ęl �¨òb Ô�¶á�.
2- §323  �� yxyxÂ��« ðæâ½ è¦Ą ē Ô�¶á�²òåë.
3 - §yxyx 4422 � �Â��«ē ðæâ½ è¦Ą Ô�¶á�²òåë.
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è��¬á ĘìÝñ ð��Ö�¶á
 ¤á�¦á § È����²òåë Ô�¶á ēÞĀ Ē«§>

�²òåë Ô�¶á ēÞĀ èāæb È��� ¤á�¦á §>

�òÝ�ÊÑ
x §1232 34 ��� xxxy�ęl �¨òb Ô�¶á È���.
x�ęl �¨òb Ô�¶á àñë§ È��� è�«ìb §.
x Ô�¶á ðæ�«ìb § §«§ È����²òåë Ô�¶á ÜĀ àñ.
xæ�«ìb §ð ìĄ «ìå È��� ēÞĀ>ìµ îÝìòå Ô�¶á
xæ�«ìb §ð>í§ ïë�²á ç¬± ¬Ò¹ èÝ Ô�¶á ßëìĄ È���

æ�«ìb §ðëìå�ò� ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑ:
 § è@@l)(xfy  ïë îmåì@@æá Ô�¶@@á<  è@@b ē@@ñ Ô�¶@@á è@@��¬á íęáì@@Ý)('' xfy  <  è@@b ē@@ñ Ô�¶@@á è@@��¬á è@@âñë§

)("" xfy    âñ«§      èb ēñ Ô�¶á è��¬á è)(xfy ccc ccc ...  ÛëĖ ðÞl èbn� § Ô�¶@á è��¬á ß�)(xfy    È��@�
 èb)()()( xfy nn  áøÉç¬± sìòĈ.

Û��á íęáìÝ: §143)( 23 ��� xxxxf È��� àñ«§ Ô�¶á�Ęë�« ¯÷ èb.
Ü¡:

6
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Û��á àñë§: §3

3
1 xy   ë� Ï�¬p È��� § ēÎé §ìÝáęí�ęl à±« Ï�¬p È��� Ô�¶á ē��¬á.
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àñ«§Û��á: èlxxy cossin �  § <ïë22)9( )( yy ��ęl �¨òb �âòÕ.
Ü¡:å  È��� § íęáìÝ�ñ Ô�¶á è��¬á èâê)( )9(yëĘë�« ¯÷ èb:
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 ðl¬cĄ §ðmü àêá
�  èl   § Ē¬ĕf))(,( xfxP   ë�))(,( hxfhxQ ��    § îmü)(xf    çë§ È��� ï«�@ò�¥�   ì@å <ïë ð@mü

 § èmñĘ� Ē¨å÷NewtonïěĔ§�ñ èá�å èb �â²Õ �«�¥:

x
xfxxf

xxx
xfxxf
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�'� )()()()(

 ðæ¢æá § ¯�âá § Üòá çìñ èbï«�ò�¥�èÝ <í§ �«��É ēl ðmü:
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xfxxfm

xT '
�'�

 
o'

)()(lim
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   Ô�¶á È��� Ēìñ §:        ¨@ñ�®� § Ûì@¢�á ë� È��� §    Ý ��²@å § <ĕâ @ò      ē@f è@Þl û0o' x  ę@lëï<    è@á�å è@b Ô�¶@á §

 èb ë� ïěĔ§�ñ)(', xf
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dy ç¬±ïěĕl Û§ìĈ.
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    § Ē¬@ĕf èl)(xf  § È��@�)( 0x     @á § ē@l ð@mü çì@ñ è@b¶  ì@å <ïë Ęë Ô�)(' xf   Ü@òá ¯�@âá §   ç¬@± ð@æ¢æá §§
))(,( 00 xfx èbí§ ēl ðmü.

   § èlf    § È���0xx   èb      å <ïë Ęë Ô�¶á § ēl ðmü èb È��� �§ ì0x ì@¥ <ç§ ï§�â�á ēlĒ§§    è@å èâ@± °mÉ¬@�
ç§< ēæÊñlĕèÎé èb ēÝë <ïë ï§�â�á ēl ðmü çìñ èb È��� çìñ ðµ í�¨ðmü èå Ęë Ô�¶á § ēlïë.
 §)(xf § § Ô�¶á È���C ðæ¢æá ¬b))(,( 00 xfxPbí§ ¬��¬� ç¬± Üòá èÝ ¯�âá § ēl ðmü è.
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ïěĕl ÜÞ� È��� Ô�¶á § �§ ēf ðĀ�« ¯÷ èb È��� çìñ ìå <ðµ Ûìòåë Ô�¶á È��� Ēìñ § èl.

   § èlf   § È���),( 00 rxrx ��   ēl èÞ¹�Ñ èb)xx  0   �ì¥ë�@µ èb (  ē@l    ē@Îé § ë� ïë íì@µ Ð@ñ¬Ê�Ýĕ û@òâ
           ¯�âá ìñ ēf ìµ í÷ìl ēl �Ý�¡ Ē§ èb <ïë §ì�ìá À¥ §)(xf    § ð@æ¢æá è@b È��@� §0xx    è@b   ē@l ð@mü
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 §ðl¬cĄ àñë§ēæ�Ĉìb
�Ĉìb Ē¨å÷æ «ìÞĄ è� ì ïìµ Ûęl«§ èåì��ìĀ <ï§èĉå èb ��ìĀ à±�ęl:

1 -xxxf � 2)(æ¢æáðáò § Ü)0,3(Pmü èbð�«��É ēlr§èÝ :

5)5)3)3) �� dcba
2 - §22)( xxf   èb § ēl È���f±ì�áÀ § ãìÝ¨�]4,3[ èbÛ�ë¬�å� �«��É ēlr§èÝ:

32)14)14)18) dcba �

3 - §12 32 �� xxy �«��É Ô�¶á È���èÝ r§:

xyd
x

xycxxybxya 4')34')
2
14')34') 2

2  � � � 

4– §1)( � xxfÉ Ô�¶á È����«��r§èÝ:
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ēæ�Ĉìb Ē¨å÷�ęl Ü¡.

1. §
x
xxf 2

2

tan1
tan2)(
�

 >�ęl �¨òb Ô�¶á È���

2. §
xx
xxxxf
��
��

 
1

)(
2

>�ęl �¨òb Ô�¶á È���

3. §)1)(1)(1)(1()( 42 ���� xxxxxf�ęl �¨òb Ô�¶á È���.
4. §)4)(1()( 33 �� xxxf�ęl �¨òb Ô�¶á È���.

5. §xxxf cossin)( �  § Ô�¶á È���§
4
S ēl ðmü èb�ęl �¨òb.

6. §
x
xxxf

2sin1
)cos(sin)(

2

�
�

 �ęl �¨òb Ô�¶á È���.

7. §xy cos �ęl �¨òb Ô�¶á è��¬á èâ�� È���.
8. §xxy 22 cossin � è��¬á èâêå È����ęl �¨òb Ô�¶á.
9. §322  �� yxyx�ęl �¨òb Ô�¶á ðæâ½ È���.
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àñ«§îl¬cĄ
èåìñ�Ā Û�âÊ�±� § Ô�¶á §
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Ô�¶á § § Û�âÊ�±�èåìñ�Ā
 Ümµ ¤á�¦á §�ęl ã�ò� ¬Æå Üc¥ çĘ� èb Ç�Ò�«� §.

  èÝ  Ô�¶á  Ė èb è¦ĄĔ ìñ�Ā ë¬ìå ēl< èmÝ:)     Ô�¶@á § ēÝ§�@Êá ¨åëĘ� Üò�Ê� ë� �É¬± <�l¬¡ § ēl kñ®Ñ èb
    ¬± ēæ�²ĕ¥� èýp èb è¦Ą  «�¨âé ïěĕÞ¡ ç      <àé ēl �òâòl èb èqå  §È��� §  ì@æòĀ § <�÷ì¢�Ýĕâýò  ì@åì  è@b  �¨@òb

Ýìlēl ì (l Ü�²ò¥� «�lĕ è�Ý§ ēñ èåìñ�Ā ēæòĀ ēf ïěì²òå Ē¨å÷ ēåęĕĄ ¬�.
I - §ìñĒ�÷ì¢� È���:

�òÝ�ÊÑ
¨å÷Ē è� ìåìÞmµèå¬Þá�bęlë�:

x¨ñ�®�áĒºÕ�æ�á ë�ē È��ì�§ È��ì� ÛëĖ èĄï>
x§)1 (mµ  Üèb),( baÛ�ë¬�å�  § ēl0x  <1x�  ë2x ēl ìmü èb § à@±«  ì@±�âá ìñì@µÞòá ìå è@åì §)2 (

 ÜmµèÝl èÞ�¬b ç¬± ìåì±�âáę� .
xèb)1 (� ë)2 (Þmµìåììü ¬� ēl ìÝĘìÝ ûòü ìÝìü ¬� ë� îmüü�ìČ èb îmęl è� .
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xbĈë ēl ìåìÞmµ è�«ìb èÈ��� èáìl ēf ēò ēl è¡�± èáìl èb¨ñ�®�áç ë� èb èáìl ēl è¡�±ºÕ�æ�á È���è>ç§
x¨ñ�®�á èbç�á <ºÕ�æè� ë�Ą ë Ô�¶á ēl È��� è���ĕę� .

ëìå�ò� ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑ è�«ìb §:
1 -  èl§)(xf èb È���> @ba,Û�ë¬�å�      è@b ë� ï§�@â�á ēl),( ba   @l Û�ë¬@�å�    Ęë Ô�¶@á § ēïë<  ì@å  è@l

Ē¬ĕfēl Û�ë¬ýå� ïìµ Ûęl«ë èb0)( !c xfëï< È��� èÎé èbÛ�ë¬�å� ēl�®�áñ¨ç ÜÞ�ïěĕl .
2 -  èlĒ¬ĕf §)(xf  È���èb> @ba, l Û�ë¬�å�     § ë� ï§�â�á ē),( ba        Ęë Ô�¶@á § ē@l Û�ë¬@�å� èb ïë

 èlēl Û�ë¬ýå� ïìµ ęl«ë è�0)( �c xfë<ï È��� ìå ēl èÞ¹�Ñ èÎé èbºÕ�æ�áèl ÜÞ�ĕïě.

èåë§�ñ:   È��� §èÝ �®�¨ñ       § ēf í§ �§ �ÞÂá è¦Ąx  § Ûì¢�áÕ �âò ë¨ĕ��ñ èb Õ È��@� § ç¬±ò  �@â  ��@ñ ë� §
 èÝ È���   ̧ Õ�æ�  è¦Ą      § ēf í§ �§ �ÞÂáx  §Ûì¢�á  §�âòÕ  èbĕ��ñ    ç¬@± ë¨  §y   �@ñ È��@�    �@âòÕ à@l ē��@b

ðµ .

ęáìÝíÛ��á:òĈë�§ ēf13)( 3 �� xxxf È���pç§ ¨ñ�®�á Ï�¬.
Ü¡:      ¬Ý èå èđ� ï¬²l È��� ēf èqå¬Ą<ï       è¡�± Ðñ¬Ê� § èåë§¨É ðÖòÖ¡ Ûìü ìåí�¨ĕl    ëěĕéì@b à@é ë� ð@µ

®� § È��� § ēf ¿¬µ ¨ñ�0)(' !xfì²òåë Ē¨å÷ ēÊÝ�Âá ¬� Ô�¶á È��� § ēf ç§ èá÷ ìå <í§:

33)('
13)(

2

3

� 

�� 

xxf
xxxf

   í§ È�¬á ß�� ¨¡ íęáìÝ Ô�¶á § ēf ïěĕl Û¨òÝ< § ìåx  í§ �@��á è¶@ĕâé ç«�cÝ ìåì�âòÕ ìÝìü § .   ē@f è@Þl
)3(�Èâ� ç¬±«ë§ ìå <í§ ���á ēñ �âòÕ àé �ò� ðµ0)(' !xfí§<ç§ ç¨ñ�®�á È��� ìå.

 àñë§Û��á:§53)( 3 �� xxxf�� È�èbºÕ�æ�á ēl Û�ë¬�å� ßìlèç§>
Ü¡:qå¬Ą     § ē@f è)(xf      ¬@é è@b È��@� Û�ë¬@�å� á ē@l  ë� ï§�@â� §  Ô�¶@áëĘç§< á § ì@å   @cÝ È��@� ¸Õ�@æ� ç«�

ë¬Ý0)(' �xfí§ <ēæÊñ:
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        § Ô�¶á È��� § ēf ïěĕl Û¨òÝ11 ��� x  èbÛ�ë¬�å� í§ ðÒæá ēl< Ē¨âé èb È��� ìåÛ�ë¬�å� ēl)1,1(�

ç§ èºÕ�æ�á.

 àñ«§Û��á:§45)( � xxf �÷ì¢� È���ęĕĄë�.
Ü¡:�� § íęáìÝ § È��� § è�±ë«ë ë� �¨òb è¡�± Ðñ¬Ê� § È�¨ñ�®�l èb ¿¬µëęĕĄ ē:

05)('
45)(

! 
� 

o

xf
xxf

IRDf

 ēf èqå¬Ą0)(' !xfí§ ���á è¶ĕâé ç«�cÝ ìåì�âòÕ ìÝìü § ìå.ç§ ç¨ñ�®�á È��� ìå.

  ß«ìÞĄÛ��á:§2xy   §  È���p   è� Ï�¬Ā µ ¬ò�  ò@Ĉë ë��  ē@f @l«ë   È��@� ïì@µ Ûę   ßì@l è@bå� @ýÛ�ë¬  ē@l
¨ñ�®�áç ßìl èb ë�å�ýÛ�ë¬ºÕ�æ�á ēlèç§.
Ü¡:    ïë èºÕ�æ�á È��� èl ēf ëěĕéìb0'�y èl ë�  È��@�  ïë ç¨@ñ�®�á0'!y     ì@µ íømò@Ý ì@å <í§ è@¦Ą
ēf:

xyxy 2'2  � 

0020' ����� xxy¿¬µ ¸Õ�æ� §
0020' !�!�! xxy¿¬µ ¨ñ�®� §

   È��� §èÝp   l Û¨òÝ è¦Ą Ï�¬ĕ  È��@� ēf ïě §)0,(�f  è@b Û�ë¬@�å�  º@Õ�æ�á ē@lè ë� è@b),0( f� Û�ë¬@�å�  ē@l
¨ñ�®�áçç§.
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ēæ�Ĉìb
1 -§baxxf � )( §Ĉë �÷ì¢� È���ò�>

2 -§1
4
3

�
�

 xy §òĈë �÷ì¢� È����>

3 -òĈë�±�§ ēf132)( 2 �� xxxf�� È� èbēl Û�ë¬�å� ßìl¨ñ�®�áçç§>
4 - §232 �� xxy § ¨ñ�®� § È���Û�ë¬�å�l�ü ë�>
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ðå�¬¢� È��� Ēìñ §)Critical Point (ðmü)ðâÆÉ�Maximum ë�ï¬Î¹�Minimum(

              îmü ûĕü ìÝìü ¬� ë� îmü ĘìÝ ìÝìü ¬� ēl Ümµ ¤á�¦á èb
�ñ�ëë ë� �òĈëēf�§>ïěĔ§�ñ èá�å èb èĄ § ðmü

Ý�ÊÑò�

 èb èl¨å÷æñē§ ēl Ümµ)(xf§ È���),( ba èbÛ�ë¬�å� ēl § Ô�¶áëĘëï .

x § Ûì¢�á §Ý�ì��ñ èb �âòÕð ßìl èbå�ýÛ�ë¬ �âòÕ È��� § ēlìÝñĕïě.
xÝ�ìâl èb �âòÕ § Ûì¢�á §ð ßìl èbå�ýÛ�ë¬ �âòÕ È��� § ēllïěĕâ.
x èb �÷ì¢� È��� §),( dc ë�),( ed Û�ë¬�å��ęĕĄë ēl.
x §)(xf ìmü ìáìl èb Ô�¶á È���l ēèÝí§ ïë�²á ç¬± ¬Ò¹ .

ëìå�ò� ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑ è�«ìb § :

x

y

x

y

0 a c d e b

)(xf
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  §ìñĒ   È���   Ï�¬p èb  ēl  §y    «ì¢á ¬b  ìÝìü ¬�ïĘìÝ ēÂÖåÉ� è�ðâÆ)maximum ( @ýò� ìÝìü ¬� ë�ē  ē@ÂÖå
è�   §  È���ï¬Î¹�)minimum( èÂÖå   § <ðñ�ëx      � ēf ç«�cÝ ìåì�âòÕ ìÎé §      èåì�âòÕ ï¬Î¹� �ñ ë� ðâÆÉ� È��

ðå�¬¢� § ðÞ¥�)Critical Point (ïěĔ§�ñ èá�å èb ìÂÖå.

¬Ê�ñÐ:
1-È��� è����: èlĒ¬ĕfðñ�ë È��� è���� è� È��� ïë ïë�²á ç¬± ¬Ò¹ èÝ è¶òâé Ô�¶á íęáìÝ È��� Ēìñ §.
2-  È��� ç¨ñ�®�á :  èlĒ¬ĕf        § Ô�¶á íęáìÝ È��� Ēìñ §),( ba         è@Îé è@b È��@� ïë �@��á ēl èÞ¹�Ñ èb èÞ@¹�Ñ

ēæÊñ <ïěĕl ÜÞ� ç¨ñ�®�á ēl0'!yēl ìåìÞmµ Ē¨å÷ èb ēfïěĕl Û¨òÝ.
3- È��� èºÕ�æ�á :  èlĒ¬ĕf § Ô�¶á íęáìÝ È��� Ēìñ §),( ba      ē@æÊñ ïë ð@Òæá ē@l èÞ@¹�Ñ è@b0'�y <ïë

 èb È���ïěĕl Û¨òÝ ēl ìåìÞmµ Ē¨å÷ èb ēf ïěĕl ÜÞ� èºÕ�æ�á ēl èÞ¹�Ñ èÎé.

1-ðâÆÉ�îmü :  èlĒ¬ĕf §)(xfy   § È���0x    è@¦Ą �@Ý�¡ è@Ý ¨ñ�®� § ēl ðmü äòÊá èb §  ̧ Õ�@æ�
   § �«��É Ü� èb �ñ ðµ Û¨� è� �Ý�¡0x äòÊá Ē§ èb      è@� ð@Òæá è@¦Ą �@��á è@Ý ç«�µ� Ô�¶á § ēl ðmü

 § ðµ èÝ¨�0xèÂÖå èbðâÆÉ� § �âòÕ È��� § ēl)maximum(ïěĔ§�ñ èá�å èb.
2- îmü ï¬Î¹�:  èlĒ¬ĕf   §)(xfy      § È���0x     § ē@l ð@mü äòÊá èb  ̧ Õ�@æ�    è@¦Ą �@Ý�¡ è@Ý  ̈ @ñ�®�

  � è� �Ý�¡ § �«��É Ü� èb �ñ ðµ Û¨0x  è@Ý ç«�µ� Ô�¶á § ēl ðmü äòÊá Ē§ èb  ð@Òæá  è@¦Ą  �@��á  è@�
 § ðµ èÝ¨�0x �âòÕ È��� § ēl èÂÖå èb §ï¬Î¹�)minimum(ïěĔ§�ñ èá�å èb.

3-§Ï�ÂÊå�îmü :  èlĒ¬ĕf      § ç«�µ� èÞc¥ Ô�¶á0x   èb       �@ò� ë� è@� ¬Ò@¹ è¦Ą ���á èÝ ēl ðmü äòÊá çìñ
 ïęl èÝ¨� è� ðÒæá �ò� ë� ¬Ò¹ è¦Ą ðÒæá èÝ �ñ è� ���á0xÏ�ÂÊå� §§ ēÂÖåInflection Point èb

ïěĔ§�ñ èá�å.

a a0x 0xb b
0'!f 0'!f0'�f 0'�f

)2()1(
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ęáìÝíÛ��á:§xxxxf 2
2
7)( 23 ��  È���§ íìµ Ûęl�«ç § ìĄ È��� �§)Extreme(müðï¬Ý.

¡Ü:�� § ëìl �¨òb Ô�¶á íęáìÝ È�ë� ëìl È½ë ¬Ò¹ èb ïë�²á èÎé �ò�§xëĘë�« ¯÷ èb èåì�âòÕ .

273' 2
)( �� xxf x

       ēf ìµ íøñë ēl èÞñ�b èb    ç§ è�«§ èâñ«§ È��� ðÞ¹�<   ìå§)(xf  §Ô�¶á È���§)
3
1( ë�)2( èb ëë§ ìÂÖå

ìÝ¨� èáøÉ èÞc¥ ēl<ï çë§ ìå�ðå�¬¢)Extreme (müðï¬Ý .

àñë§Û��á:§
xx

xxf
2
1)( 2 �

�
  È���Ê½ìáðExtremeü²å �ñ ðm��ðmü ðęl ¸¦¶á� .

Ü¡:áìÝęíèb Ô�¶á È��� §ëĘë�« ¯÷< ēáøÉ ēñ è�±ë«ëìl�ü:

 § È��� ēf ïěĕl Û¨òÝ
v
uy   Ümµï¬Ý< ìå2

'''
v

uvvuy �
 

22

2

22

2

2

)2(
22)('

)2(
)1)(22(2)('

2
1)(

xx
xxxf

xx
xxxxxf
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�
���

 

�
����

 

�
�

 

 �âòÕ ¬²l çìñ§Ò¹ èÝ �¥ë èÎé¬ïë ç¬± ¬Ò¹ èÝ ïë�²á �«ì¹ È��� § ēf í§ ïë�²á ç¬±.
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1

2�

)(
)('

202
3
1013
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        ï«�m@Ĉ ē@l Ûë¨@� èb  ē@f'f   §1x   ë�2x      ïìÝ¨@� è@áøÉ è@Þc¥ è@� ëë�ì@¥ ëĘ�ë§<  çë§ È��@� ì@å ð@å�¬¢�
Extremeï¬Ý ðmüÎ¹� ë� ðâÆÉ� È��� ēæÊñ <¬ïï¬Ý ðmü.

 ÔÞÂá ë� ðâÆÉ� ÔÞÂá ï¬Î¹�ðmüAbsolute Maximum & Absolute Minimum

í�¨ĕl ðµ  È��� çìñ èb çìñå�ý Û�ë¬ ìĄ ēl ðmü ðå�¬¢� ðÊ½ìá ¬@Ýë<ï    Þl�@ü çì@ñ è@b ì@¥ð Û�ë¬@ýå�   È��@� ē@l
�ìñĒìñçÖÞÂáèìñ ë� ðâÆÉ�çÖÞÂáè èÂÖå ï¬Î¹�ï¬Ý.�òĈë ēñ ēl Ümµ èb>

�òÝ�ÊÑ
îæñ¨å÷ðµ ¬òĀ è� Ümµ :

x §)(xf�òĈë ðmü ï¬Î¹� ë� ðâÆÉ� ēl È��� èb.
x §)(xf È��� ðå�¬¢��ęl è�ìp èb ðmü.
x îæ�«ìb èb È���l«ë ïìµ Ûę Û�ë¬ýå�ï¬Ý ðmü ðå�¬¢� ðÊ½ìá ìĄ ēl.
x îæ�«ìb èb È��� ïìµ Ûęl«ë ï¬Î¹� ìĄ ēl Û�ë¬ýå�ï¬Ý ðâÆÉ� ë�.

ëìå�ò� ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑ è�«ìb §:
ÔÞÂá ð@âÆÉ�Absolute Maximum:  è@b ðáì@âÉ§ ÛëĖ))(,( 00 xfx @müs Ô@ÞÂá   Ü@Þ� ð@âÆÉ�

ïěĕl<  èlĒ¬ĕf §)(xf    ē@l è¡�@± è@b Ð@ñ¬Ê� § §  ¬@éxÝ ç«�@c)()( 0xfxf dë<ï ì@å)( 0xf   Ô@ÞÂá è@�
ðñ�ë ðâÆÉ�÷�«ìpë èåìÞmµ Ē¨å.

x

y

0x 1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x

)(xf

)(' 0xf

0)(' 0  xf

0x

0x 0x

è�¶å
èb

0xēlÔÞÂámax
)(' 0xfè�¶å
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ÔÞÂá ï¬Î@¹�Absolute Minimum:  è@b ðáì@âÉÛëĖ§))(,( 00 xfx  è@ÂÖåá @ÖÞÂè   Ü@Þ� ï¬Î@¹�
ïěĕl<  èlĒ¬ĕf §f     ē@l è¡�± èb Ðñ¬Ê� § §  ¬@éxÝ  ç«�@c)()( 0xfxf tïë<    ē@l �@Ý�¡ Ē§ è@b ì@å

)( 0xf ÖÞÂá è�è  ðñ�ë ï¬Î¹�<  §x   èÎé         è@åì�âòÕ ï¬Î@¹� �@ñ ë� ð@âÆÉ� �ñ È��� ç«�cÝ íìÎé § ēf èåì�âòÕ
 § ðÞ¥�x § èåì�âòÕ èÍ§ExtremeïěĔ§�ñ èá�å èb.

 íęáìÝÛ��á:§
2
13

2
1)( 2 �� xxxf § ÔÞÂá È���¬Î¹�ïęl�¨òb�.

Ü¡: §)(xf§ Ô�¶á § ë� ì²òå Ô�¶á È��� §ëĘë�« ¯÷ èb èåìÞ¡ È���:

�f ��� 

�f �� 

� �
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 �
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�� 

fofofo
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1lim1lim3lim

2
1

)
2
13

2
1(lim)(lim
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2
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2
1)(

2
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2
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xxxf

f
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x

xf
xxf

xxxf

  ēl èÞñ�b èb §3� x     �@âòÕ È��@� § ē@f ē@l ðmü èb)5(� r§ ë�  È��@�  è@b)5,3( ��   ē@l ð@mü  Ô@ÞÂá
ï¬Î¹�ï¬Ý.

)(' 0xf
0)(' 0  xf

)(' 0xf

0x
0x

0x

è�¶å èb
0xēlÔÞÂámin

1x

è�¶å               ë�)(' 1xf
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x 3�
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3
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 àñë§Û��á:§23)( 3 �� xxxf § ï¬Î¹� ë� ðâÆÉ� È����ęl ēñ à±« ë� �¨òb ðmü.
Ü¡:           Ô�¶á § �ò� ë� �¨òb Ô�¶á íęáìÝ È��� § íęáìÝ ç«�cÝ ìÝìl �¨òb § ìmü ï¬Î¹� ë� ðâÆÉ� § È��� §¹Ò ï¬

ëĘë�« ¯÷ èb ðmü.

0)1(4)1(
4)1(,2)0(,0)1(

42232)2(
22030)0(

02312131)1(
4

231
2)1(3)1()1(

1,1
1

33
033

0)(
33)(

23)(

3

3

3
21

2

2

2

2

3

  �
 �  

 ��� 

 ��� 
 �� ��� 

 
��� 

���� �

�  
 

 

 �

 c
� c

�� 

fMinfMax
fff

f
f
f

f
xx

x
x
x

xf
xxf

xxxf

 ë¨� èÝÛ     § È��@� ēf ïěĕl Û¨òÝ è¦Ą)1,( ��f ë�),1( f�    ē@l ì@åìÝ�ë¬ýå� è@b ̈ @ñ�®�áç ë�)1,1(�  è@b
 ēl Û�ë¬ýå�ºÕ�æ�áèç§ § ìå <)0,1( ¤ÂÖå § ë� ï¬Î¹�)4,1(�ç§ ðâÆÉ� èÂÖå.

 ç«�cÝ ìÝëìâ±« Ï�¬p § È��� Ēìñ §ì²òåë ēl ß�b èb ¨ñ�� ðmü Ē¨å÷:
1.èÊÝ�Âá �ñ§�â�á�å ë� �ñ§�â�á È��� §ëęl.
2.ÈÁ�Ö� Ï�¬p § ç¬± ì��«ì¢á ìâñ�Õ §.
3. Ô�¶á ïęáìÝ § èÊÝ�Âá Ē«�µ� §ç«�cÝ ¸Õ�æ� ë� ¨ñ�®� § È��� §.
4.Ûìl �¨òb ðmü ï¬Ò¹ Ô�¶á § ç«�cÝ ìmü ï¬Î¹� ë� ðâÆÉ� § È��� §.
5. §Ül�ü ìåì�å��á.
6.ìâ±« Ï�¬p § è�±¬á èb íìÎé § ë� Ûì�ò�¬� Ûë¨� §Û.
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àñ«§Û��á: §22 xxy ��  È��� Ï�¬pÙ à±«ę >�
Ü¡: ç«�cÝ ìåì�âòÕ ìÝìü § Ûì¢�á § È��� ēf ïěĕl Û¨òÝìµ Ðñ¬Ê�ïç§.

1- § È��� Ē§§ ÈÁ�Ö�§ îmüxë�yÙ�¨òb ç¬± ìåë«ì¢á èÝìë:
§y èÝ¢á § ç¬± «ì Ï�¬p ÈÁ�Ö�§ ìmü §Ý ìÝìÙ�¨òb ç«�c ēl È��� ïìµęl«ë èb0 xëìl È½ë:

20020  ��  yx
§ Ï�¬p îæ�«ìb ìåy èb «ì¢á)2,0( èÂÖå ēÙ ÈÂÕïìÙ.

 §x§§ ç¬± «ì¢á § Ï�¬p�ÈÁ�Ö ç«�cÝ ìÝìÙ �¨òb§ ìmü §y ëìl È½ë ¬Ò¹ èb ïë�²á ë� §x �âòÕëìÙ�¨òb:

2,1
2

31
2

2411
2

4

02,0

21

2,1

2

2,1

2

 � 

r�
� 

�
����

 

�r�
 

 �� 

xx

x

a
acbbx

xxy

 § Ï�¬p îæ�«ìb ìåx èb «ì¢á)0,1(�ë�)0,2( ìÂÖå ēÙ ÈÂÕïìÙ .

2-§ Ē§§ <ëìÙ�¨òb ðmü ï¬Î¹� ë� ðâÆÉ� È���«�lÝĄ Ô�¶á àñë§ ë� Ûë� È���§ ç«�cĕëę.
22 xxy �� 

 § ēf èqå¬Ą èb È��� ï¬Î¹� ë� ðâÆÉ� ìÂÖå ìå í§ ¬Ò¹ Ô�¶á íęáìÝ È��� § ēl0' yëìl È½ë ç¬±:

2
1

1212
0210

21

 

 �� �
 � c

� c

x

xx
xˬy

xy

   èb È���
2
1

 x  èÂÖå ēÙñì ðâÆÉ� ìñ ï¬Î¹� �ñ �âòÕ    è@b Ô�¶@á à@ñë§ È���§ ç«�b èÝ ēå¨åiòb§ ēÎé§ <ï¬Ý
2
1

 x

Ą ēÙ ìmüĕëę :02 �� ccy
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  èqå¬Ą  ēfy cc   í§ ðÒæá Ü�<    èb ìå
2
1

 x    í§ ðÒæá àé ēÙ< è@mĀ  @å     è@b È��@� ì
2
1

 x     ð@âÆÉ� ì@ñ ē@Ù î@mü

 �@@âòÕ ï¬@@Ý è@@qå¬Ąē@@f §
2
1

 xÝç«�@@c
4
12

4
1

2
12  �� y <ïě@@ĕl§ ì@@å  ð@@âÆÉ� È��@@� è@@ÂÖåç§�§:

)
4
12

2
1( ˬ

 Ï�ÂÊå�§ ðæ¢æá�§èÂÖåï¬Ý èå< èmĀ ¬é§ ēfxÝ ç«�c0�ccyí§ .

3-  èbfrēÙ§Ą Ï�¬pĕÛę:
f �� 

fofo
)2(limlim 2xxy

xx

�f �� 
�fo�fo

)2(limlim 2xxy
xx

   ē��ñ § Ý �ò�å�Ĉë«      § ë� <íìµ �ò�¬� Ûë¨� Ē¨å÷ ç«�c  È���Ûìü     íĘì@áìå è�@±ë«ë ë� ëìÙ è�ìp èb ēl ìÎé èb èå ìåìÝ¨�
ëìâ±« Ï�¬p .

ēæ�Ĉìb
1 - ðÊ½ìá ìÊ��ì� Ē¨å÷ §Extreme smül�ü ë�.

143)1)()23)() 2
2

2 �� 
�

 �� xxyc
x

xxfbxxxfa

2 -§23 43)( xxxf �  §ÖÞÂá È���èminęl �¨òb�.
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Êå� § § Ï�ÂēÂÖå Ül�ü
  èÎé                Ü@c¥ ē@l ē@Îé è@b Ï�¬@p È��@� Ēìñ § ēf ðmü

    è� �ñ¬ÊÖá <�ò�¨¢á        °@mÉ ¬@b Ē§§ �ñ ë�  § ïìÝ¨@�
    èá�å èb èĄ  >ïěĔ§�ñM        Ô�¶@á à@ñë§ § ēl ðmü Ē§ èb �ñ

>�µ í÷ęĕĄ �âòÕ ë� èáøÉ

�òÝ�ÊÑ
îæñ¨å÷²òåë ēl ß�b èb Ümµ�.

x§)(xfy   È��� § ðæ¢æá§),( ba èbÛ�ë¬�å� ÛëĖ èĄ ēlðæ¢æá ÜÞ�ïěĕl>
x§)(xfy   È��� §ðæ¢æá§),( cb èbÛ�ë¬�å� ÛëĖ èĄ ēl ðæ¢æá ÜÞ�ïěĕl>
x§),( ba  èb  Û�ë¬�å�      ęl à±« ¯�âá ìñ ðæ¢æá èb ēl�  ë�   è@Îé è@Ý     ę@l è@Þ�¬b ē@ñ ç¬@± ¯�@âá� ē@f §

),( cb èb Û�ë¬�å�ēl èb ðæ¢æáâ±«ĕïě .
æ�«ìb §ðëìå�ò� ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑ:

1.§)(xfy    È���¢æáæð    çìñ èbÛ�ë¬�å�ēl  �ñ îÝ¨ò±ęb   ïěĕl ÜÞ� �¨¢á<    è@l Ē¬@ĕf     Ē§ è@b Û�ë¬@�å�
  ēl  èb   ðµ à±« ¯�âá ðæ¢æá<  ìå   ðæ¢æá § ¯�âá  <ïë �ë¬@b è@��ì¥ è�«ìb �ñ è±�b èÝ   �«ì@¹ Ē§ è@b
ēl ðÒæá Ô�¶á àñë§ È��� §0"�yðĀ�« ¯÷ èb.

a b c x

y
)(xfy  

x

y

http://www.abbyy.com/buy
http://www.abbyy.com/buy


98

  èb   ÛëĖ Ē§èl  §)(xfy    §   å� § Ô�¶@á à@ñë§ È��� @ý Û�ë¬
   ēl ìmü ìÝìü èb  ïë ðÒæá<�ñ Ï�¬p È��� § ìå èb ðæ¢æá§ Ē

Û�ë¬�å� �¨¢á ēl ē��blĕïě .

2.§)(xfy     È��� §    çìñ èb ðæ¢æáÛ�ë¬�å�  ēl  ē�ìæå �ñ
¬ÊÖáç  l ÜÞ�ěĕï<   èlĒ¬ĕf   èbĘìáìåïÛ�ë¬�å�  ēl  è@b

   ðµ à±« ¯�âá ðæ¢æá<  ìå èÝ ¯�âá    ð@æ¢æá è@¦Ą
   �ñ Ē¨å÷  è�mĈ   <ïë �ë¬@b �ì@¥  § è@l)(xfy   §

         �@@��á ē@l ì@mü ì@Ýìü è@b Û�ë¬@�å� § Ô�¶@á à@ñë§ È��@�
0"!yïë<   § èb ðæ¢æáĒ Û�ë¬@�å�   ¬@ÊÖá ē@lç   Ü@Þ�

ïěĕl.

¬Ê�ñÐ :  èÎéèÂÖå       �ò�¨@¢á è¦Ą �ñ¬ÊÖá èÝ È��� ēf    �@ñ ë� è@�  ¬@b Ē§§  °@mÉ  �@ê� ïìÝ¨@�<  ręáì@Ý ë�
ñë§ ë� §ì�ìá ðñ Ô�¶á¶á à�ñ Ôē§ ðµ ¬Ò¹Ï�ÂÊå�)Inflection(èÂÖål ÜÞ�ĕïě .

èl §)(xfy     § È���0xx    èb  ēf ēl ðmü          ð@µ ¬Ò@¹ Ô�¶@á à@ñë§ È��� §)0)( 0  cc xf(  ïë   È��@� §

0xx   ēl ðmü èb § Ï�ÂÊå�èÂÖå ï¬Ý ë� Ē§§�¬ °mÉ § È��� Ï�ÂÊå�èÂÖåï¬Ý èå .

 íęáìÝÛ��á:§45)( 2 �� xxxf § Ï�¬Č È��� à±« �ñ¬ÊÖá ë� �ò�¨¢á ēñĄëĕę� .
Ü¡:�� ç«�cÝ ìåì�âòÕ ìÝìü § Ûì¢�á § È�ìµ Ðñ¬Ê�ïç§.

1- §y èÝ±«ì¢á�Ö� ç¬ÈÁ

)4,0(
4
0

�
¿
¾
½

 
 

y
x

2- §x èÝ�Ö� ç¬±«ì¢áÈÁ

1,4)1)(4(45
045

0
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2
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¾
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 §x èÝ ðmü ÈÁ�Ö� § ç¬± «ì¢á)0,4( ë�)0,1(ï§.

 <Ï�¬Č § �ñ¬ÊÖá§ �ò�¨¢á ë�Ąĕb Ô�¶á àñë§ È��� § ç«�cÝ ìÝę èëĘë�« ¯÷  :

02)("
5245)( 2

! 
� c��� 

xf
xyxxxf

 ēf èqå¬Ą0"!y ìå <í§ðæ¢æá ēf ìµ íøñë ēl èÞñ�b èbē�ìæå�ñ¬ÊÖáç§ç .

  àñë§Û��á:å� èÎéýl�üë èåìÝ�ë¬�§ ēl ēÎé èb ēf169 23 ��� xxxy  ¬@ÊÖá �ñ �¨¢á Ï�¬Č È���
ëï .

Ü¡ :

��
��
f�f�

y
y
x
"

3
186

01860
3186

01860
1866183

169
2

23

�!
�!

!��!cc
�����
����cc

� cc��� c

��� 

x
x

xy
xx

xy
xyxxy

xxxy

    Û¨òÝ ēf èčå¬Ąïěĕl È��� §èb Ô�¶á àñë§)3,�f� (  Û�ë¬@ýå�  ē@l  ë� ð@Òæá§)f�� ,3(  Û�ë¬@ýå�  ē@l
§ ���á<ï ìå�§ ÛëĖēl àñë§ èb ë� �¨¢á ēl Û�ë¬�å� íęáìÝ èb Ï�¬Čí§ ¬ÊÖá .

3�
0

  ¬ÊÖáÏ�ÂÊå��¨¢á

x

y

)
4
9,

2
5( �

f�f�
�����
f�f�

)(
)('

xf
xf

x 0

4

1
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2
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4
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�
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 àñ«§Û��á:§35 5)( xxxf �  §l�ü ë îmü Ï�ÂÊå� § È���� >
Ü¡ :

2
3,

2
3

2
3

03020

0
0)3020(

03020
0)("

3020)("
155)('5)(

32
2

2
1

2

3

3

2435

�  � 

 �

 
 �

 �

 
� 

� �� 

xxx

x
x

xx
xx

xf
xxxf

xxxfxxxf

  Û¨òÝïěĕl  èb ēf
2
3

 x ë�0,
2
3

 � xxēl      Ô�¶á àñë§ È��� §   í§ ¬Ò¹�ñ0)("  xf  è@áøÉ

§ èb ë� ïìÝ¨�Ēìmü ēl¯�âáðµ îÝ¨òâ±«ēfmü èÎéîmü Ï�ÂÊå� §î§í .

ēæ�Ĉìb
1. §4)( 2 � xxf §���l�üë �ñ¬ÊÖá ë� �ò�¨¢á È�.
2. §12)( 2 �� xxf § Ï�ÂÊå� § È���èÂÖå�l�üë.

����f�
����
f�f�

)(
)("

xf
xf

x 2
3

�

0 0 0
2
3

0

65.13� 2
36�
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æá §ðæ¢Ûìâ±« ìå�p
âñë§ §ē�«§ē�Č È��� ìåÏ�¬p

�ęl ã�ò� ¬Æå Üc¥ çĘ� èb Ümµ ¤á�¦á §.

Ý�ÊÑò�
x §1)( � xxf §p È���§ Ï�¬1)( �� xxf § È��� èÝpęl èÞ�¬b ç¬± Ï�¬�.
x§cbxaxy �� 2 §l�ü ë è¡�± Ðñ¬Ê� § È����Mç§ ï§�â�á È��� �§ �ñ >
xáìå §ìÝ È��� íĘìęár § ë� �¨òb Ô�¶áMaximum ë�Minimummüð «ì¢á ¬Å�æ� § ë�l�üë ēñ� .
xâòÝ È��� § ûòęl �¨òb ēl �«ì¹ èÎé èb�ēfrfoxęlëï .
x ìåë«ì¢á èÝ § ç¬± ÈÁ�Ö� ðmül�ü ë�.
x�÷ì¢� §ì íĘìáìå ë� �ò�¬� Ûë¨�áęl à±« ðæ¢æ�.

ëìå�ò� ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑ è�«ìb §:
1-è¡�± Ðñ¬Ê� § È��� § :òÕ ìÝìü § Ûì¢�á § È��� ēf ïěĕl Û¨òÝ ç«�cÝ ìåì�ârìµ Ðñ¬Ê�ēæÊñ <ç§:

),( f��fofD

 ìå È��� § ēl è¡�± èb Ðñ¬Ê� Üc¥ç§ ï§�â�á .
2- È��� §Ül�ü «ì¢á ¬Å�æ� § ë� ìmü ðå�¬¢� §:

a
bx

bax
bax

xf
baxxf

2

2
02

0)('
02)('

�
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 §
a
bx

2
�

 ëìl È½ë ēl È��� Ü¹� èb �âòÕ:

a
bac

a
acb

a
acbby

c
a

b
a

bac
a

bb
a

bay

4
4

4
4

4
42

0
24

)
2

()
2

(

2222

2

2

2
2

�
�

��
 

��
 

 �������� 

 §)
4

4,
2

(
2

a
bac

a
b �

� îmüå�¬¢� ðēæÊñâÆÉ�ðñ¬Î¹� �ïr§.

ÐÝ� : èl0!aìå <ïë:�f �!
�fo

)(lim0 xfa
x

èb È���)
4

4,
2

(
2

a
bac

a
b �� ēl ðmüMinï¬Ý.

� : èl0�aìå <ïë:�f ��
�fo

)(lim0 xfa
x

 èb È���)
4

4,
2

(
2

a
bac

a
b ��ēl ðmüMaxï¬Ý.

3-ëìâ±« ēñ Ï�¬p ë� �ò�¬� Ûë¨� ç«�cÝ ìÝìâ±« § Ï�¬p §:

ēf èqå¬Ą0!aèÝì¥ ðæ¢æá §)�ê� (è��ì¥ è�«ìb § ë�)
4

4,
2

(
2bac

a
b �

� ï¬Î¹�èÂÖåç§.

ēf èqå¬Ą0�aèÝì¥ ðæ¢æá §)�ê� (è�mĈ § ë� è��ì¥)
4

4,
2

(
2bac

a
b �

�ðâÆÉ�èÂÖå§ç.
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y
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a
b

2
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f�f�

y
y
x
'

a
bac

4
4 2�

a
b

2
�0!a

f�f�
��

f�f�

y
y
x
'

a
bac

4
4 2�

a
b

2
�0�a

http://www.abbyy.com/buy
http://www.abbyy.com/buy


103

ÝęáìíÛ��á:§34)( 2 �� xxxf §ęl à±« ēñ Ï�¬Č ë� èÊÝ�Âá �÷ì¢� È����.
Ü¡:

1 -  § è¡�± Ðñ¬Ê� §  È���),( �f�f ���cÝ ìåì�âòÕ ðÖòÖ¡ ìÝìü § È� ç«ìµ Ðñ¬Ê�ïç§< ìå  È��@�  Ē§ è@b Û�ë¬@�å�
 ēlç§ ï§�â�á.

2-�� § § ÈÁ�Ö� ðæ¢æá § È�x èÝç¬± «ì¢á:

)0,3(,)0,1(

303
101

0)3)(1(
034

0
2
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°
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°
°
¾
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 � �
 � �

 ��
 ��
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3-�� § È� § § ÈÁ�Ö� ðæ¢æáy èÝç¬± «ì¢á:

)3,0(
3

3040
0

°
¿

°
¾

½

 
��� 

 

y
y
x

4-§ È��� §extreme § ìmüęáìÝ § ç«�cÝìÝìl �¨òbï �¨òb ðmü ï¬Ò¹ Ô�¶á Ûë¨� ë�ëì�ò�¬� ēñ:

`

> @ �f �� 

rfo�rfo
��� ��� 

 � � � 

rforfo
34lim)(lim

)(
min)1,2(13242)2(

242042)('

2

2

xxxf
xfx

Vf
xxxxf

xx

 àñë§Û��á:§xxxf 2)( 2 ��  §ęl à±« ēñ Ï�¬Č ë� èÊÝ�Âá �÷ì¢� È���� .
Ü¡: ç«�cÝ ìåì�âòÕ ìÝìü § È��� ēf ïěĕl Û¨òÝç§ Ēìµ Ðñ¬Ê�ìå <:

1-§ è¡�± Ðñ¬Ê� § È���§ �«��ÉçèÝ:),( f��f Ē§ èb ēf ēl è¡�± È���ç§ ï§�â�á.

x

y
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3
)1,2( �

1
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2 -�� § ðæ¢æá § È� §ÈÁ�Ö�îmü §x èÝç¬± «ì¢á:

îmü ÈÁ�Ö� §

)0,2(2
02

)0,0(0
0)2(
02

0)(

2

1

2

 
 ��

 
 ��
 ��

 

x
x

x
xx

xx
xf

3 -�� § È� § § ÈÁ�Ö� ðæ¢æáy èÝ¬± «ì¢áç:

)0,0(0)(
020)(
2)(

0
2

 
�� 
�� 

 

xf
xf

xxxf
x

4-    § È��� §extreme § ìÂÖå                 ë� ëì@l �¨@òb Ô�¶@á íęáì@Ý È��@� § ç«�@cÝ ìÝìl �¨òb   Ûë¨@�   �@ò�¬� ē@ñë�   ē@ñ Ï�¬@p
ëìâ±«:

MaxV
f
x

x
x

xxf
xxxf

D f

)1,1(
1)1(

1
22

022
022)('

2)(

),(
2

�
¿
¾
½

 
 

� �
 ��

 �� 
�� 

f��fo

                �æ� è¦Ą �Ý�¡ ¨ñ�®� § �ñ ë� è� ðÒæá è¦Ą ���á § èáøÉ Ô�¶á § ēf ïěĕl Û¨òÝ ēl Ûë¨� èbïìÝ¨� Ümµ è� ¸Õ<   È��@� ì@å
 §)1,1( ðâÆÉ� ēl ðmü èbç§.

ēæ�Ĉìb
1.§12)( 2 �� xxxf §ęl à±« Ï�¬Č È���� .
2. §2)( 2 �� xxxf § �ęĕĄë èåìåìÝ¨� Ï�¬p § È���ęl à±« ēñ Ï�¬Č ë�� .

x

y

)1,1(v

f�f�
����
f�f�

)(

)('

xf

xf
x 210

Max
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èåì�å��á ìåìÑ�¬p § ìÊ��ì� §
 � Ümµ  è           è@á�å è@b è@Ą § ē@Ĉ¬l î@mü î@mü �ę@lë ß�b

�Þ¥�ë ēñ èåìáìå <ïěĔ§�ñ.

�òÝ�ÊÑ
x èĄ èåì�å��áĖ>ï§ ēĈ¬l Ûë
xðæ¢æá <èåì�å��áå�Čē>ïìl ÈÂÕ ēl ìmü ìáìl èb

ëìå�ò� ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑ ðæ�«ìb §:
èåì�å��á :   ï§ ēĈ¬l ēâòÖ�²á èÎé    ðæ¢æá § ēf   Ï�¬Č §   ï¬@Ý �@ò�ò¡ §ì@Ĉ«÷ § ç«�cÝ ë�   è@Ĉ¬l ð@æ¢æá § È@ÂÕ

 <ïęlÈ��� èÎé ç«�cÝ ìåì�âòÕ ìæòĀ § Ûì¢�á § ēf ēå�pïë ï§�â�á ¬òÍ<ï§ èÝëĖ Ē«§ èb ë� ï¬Ý èåì�å��á.
1-  �@å��á ï§ìâÉ:§)(xfy            ï¬@Ý �@å��á ï§ì@âÉ È��@�  ē@f
ax oë�foy<ïę@@lë ē@@æÊñrf 

o
)(lim xf

ax
   Ü@@� è@@b �@@ñ ð@@µ

   ��� ï¬²l èb �«��ÉÈ   ēl ìå�p  èlĒ¬ĕf      ¬Ò@¹ è@b ïë�²@á �¬@¦á ¬²@l §
ðµ<   ē� È��� íĘìáìå              § �@å��á ÛëĖ Ē§§ ì@å <ïì@l �¬@Ö� è� �ì¥ �ñ�êå

 ç«�cÝ ìÝìl �¨òb¦á ¬²l § ç¬± ¬Ò¹ èÝ �¬ ïë�²áëìl È½ë.

2-�@@å��á Ü@@ñ�á: §)(xfy  § ē@@f è@@Þl È��@@� ï¬²@@l ë� �«ì@@¹
á¦     ìñ § Ü¹�¡ àò²Ö� § �¬àòÖ�²á çÜmµ èb À¥)baxy � ( è�±÷

  ðµ�«   ēf ē±�§0za   ï¬@Ý ã�@má� �¥ë èÎé �§ ë� ðĀ�« ¯÷ èb ïë
            è@�«§ �«ì@¹ § Ûì@¢�á § ēæÊñ <ïë îmåë¬Ý �å��á Üñ�á § È��� ēf §

å� èb ¨¡�ë ìñ § è¦Ą ē�«§ èÝ �¬¦á § Ûì¢�á çĘìÝ ç�¨ëï.
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y
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y
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     ēf �¬Ýë §�ñ èb   �á ðÖÑ� § È��� çìñ èlåë¬Ý �å�m   è@l °@mÉ ¬� ë� ï¬Ý èå �å��á Üñ�á <ïë ð Ē¬@ĕf  Ü@ñ�á
ï¬Ý èå �å��á ðÖÑ� ï¬Ýë �å��á.

3-ÖÑ�ð �å��á:          ç§ ē@måë¬Ý �@å��á ð@ÖÑ� § �¥ë èÎé È��� çìñ ē@f
  èlrfox        ðµ «�¨Öá ���� ìñ �âòÕ È��� § ïęlë       �«�@�É Ü@� èb �ñ ë�

         ēf ç§ ēmåë¬Ý �å��á ðÖÑ� § �¥ë èÎé È��� çìñ èlrfox lë <ïę
 ìåcy o <ïìl �¬Ö� è� ēæÊñcxf

x
 

rfo
)(limðµ.

Û��á íęáìÝ : §
42

1)(
�
�

 
x
xxfï§ìâÉ È���ÖÑ� ë�ð�ęl �¨òb �å��á.

Ü¡:ï§ìâÉ §ēf ë¬Ý <ëìl È½ë ¬Ò¹ èb ïë�²á �¬¦á ¬²l § ç«�cÝ ìÝìl �¨òb § �å��á:
 ìå2 xr§ �å��á ï§ìâÉ È��� §                                          .242042  � � � xxx

��á ðÖÑ�èÝ í§ �«��É �å:
2
1

 y
2
1)

42
1(lim)(lim  
�
�

 
rforfo x

xxf
xx

1
4
10

101

��

��

y

x

Û��á àñë§: §
x

xxy 122 ��
  § È����l�üë èåì�å��á ðæ¢æá.

Ü¡:
1-�å��á Üñ�á : �å��á Ē§§ § È��� § ç«�cÝ ìÝìl �¨òb È��� § �«ì¹ì¶Ĕë �¬¦á ¬b:

212122

� ��� 
��

 xy
x

x
x

xxy

2-�å��á ï§ìâÉ : § �å��á Ē§ § ç«�cÝ ìÝìl �¨òb �¬¦á È��� §ëìl È½ë ¬Ò¹ èb ïë�²á:

0122

 �
��

 x
x

xxy

3-�å��á ðÖÑ� :ï¬Ý èå �å��á ðÖÑ� ìå <ï¬Ý �å��á Üñ�á È��� ēf èqå¬Ą.
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Û��á àñ«§ : §
)2)(1(
)2)(3()(

��
��

 
xx
xxxf�l�üë èåì�å��á È���.

Ü¡:
1-�å��á ï§ìâÉ :ëìl È½ë ¬Ò¹ èb ïë�²á �¬¦á È��� §:

02
21

01
0)2)(1(

21

 �
 ¿

¾
½

� 
 �

 ��

x
xx

x
xx

 ìå2 x ë�1� x È��� § ï§ìâÉï§ èåì�å��á.
2-�å��á ðÖÑ� :âĕÝ È��� § ç«�cÝ ìÝìl �¨òb § �å��á ðÖÑ� §òëĘë�« ¯÷ èb û:

1
)2)(1(
)2)(3(lim)(lim  

��
��

  
fofo xx

xxxfy
xx

 ìå1 yí§ �å��á ðÖÑ� È��� §.
3-ēf èqå¬Ą È���ìå <ï¬Ý �å��á ðÖÑ�ï¬Ý èå �å��á Üñ�á.

ì�å��á §ìå ðáìâÉ ìÞl�ü §èÖñ¬Á:

 èlĒ¬ĕf §
)(
)()(

xQ
xPxf   èbÈ��� èÖÁ�å ēlm ë�nìå <ïë ē�«§ �¬¦á ë� �«ì¹ § ç¬± �ò�¬� èb:

ÐÝ�: èlnm �ïë< § ìåxí§ �å��á ðÖÑ� «ì¢á.
�:   èlnm   ïë<   ìåby     í§ �å��á ðÖÑ�<    ēf ē±�§b§m ë�n § § ì�«§ ë§ë¨¡ § ìåì�ñ¬½

í§ ��²å.
�: èlĒ¬ĕfnm !ïë< ìå �å��á ðÖÑ�ï¬Ý èå< ēÝë� �å��á Üñ�á §è�µ ēñ Û�â�¡.
§: èlĒ¬ĕf1� nmïë)ïë èñìÝ è¦Ą �¬¦á èÝ ç�¨å� èb ¨¡�ë çìñ § è�«§ �«ì¹ § èl ( ë¬é È���

ï¬Ý �å��á Üñ�á ë¬á<ï¬Ý èå �å��á ðÖÑ� ēl �Ý�¡ Ē§ èb.
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ēæ�Ĉìb
�l�üë èåì�å��á ìÊ��ì� Ē¨å÷ §.

4
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2)()2
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 ìå�Č È��� kòÑ�¬Č ìáìé §Ï�¬p
 è@@� Üm@@µ è@@å¬Þá�b�ę@@lëÜm@@µ �§ Ï�¬@@p È��@@� ÛëĖ è@@Ą §

 >í§§ìâÉ ë� ðÖÑ��òĈë ēñ èåì�å��á ï.

Ý�ÊÑò�

xéìáì¬p kòÑ� È���Ąç§ È��� ÛëĖ è<ęl  ½�ë ēñ ēl Û��á çìñ èb�.

x§
x

y 1
  § È��� Ï�¬Č à±«�ęl .

xĘìáìå §ïÈ��� èåì�å��áìÝ íęá ë� �¨òb ēñ �ò�ęl à±«� .
x § È��� § § ÈÁ�Ö� Ï�¬px� ëy èÝ«ì¢áìåëęl �¨òb ç¬±� .

æ�«ìb §ðëìå�ò� ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑ:

 Ê��� èÎéq  § ēf ēå�
dcx
baxy

�
�

  ï¬Ýë Ümµ<   kòÑ�¬Čìáìé �Č È���åē   l Ü@Þ� @ĕïě< @±�§ē  ē@f0zcïë . �§

È��ì� ÛëĖë§çáèåì�å��ēf ï¬Ý :

1-�å��á ðÖÑ�ēñ:
c
ay

x
dc
x
ba

x
d

x
cx

x
b

x
ax

xf
xxx

 �
�

�
 

�

�
 

fofofo
limlim)(lim
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x
xxf § È����ęĕĄë èåìåìÝ¨� ë� ēñ Ï�¬pà±«ęl�.
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1.Ą   ēf èqå¬   È��� §   § �¬¦á3 x  èb   ēl �âòÕïěĕl ¬Ò¹< è�¬b È��� ìåèÝ3 x  è@¦Ą�á §    ì@Ýìü è@b Ûì@¢
 <ç§ èæòÊá ēl ìåì�âòÕ ēæÊñ�� § È� §ìl�ü è¡�± Ðñ¬Ê�:}3{\IRDomain  
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2.�� § § ÈÁ�Ö� ðæ¢æá § È�x èÝç¬± «ì¢á:
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4.��á §Ül�ü ìåì�å:
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5. § È��� §extreme  �¨òb ðmü ë� ëìl�ò�¬� ēñ Ûë¨�ë�« ēñ Ï�¬pëìâ±:
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xxf § È��� �ęĕĄ ë èåìåìÝ¨� Ï�¬p §ęl à±« ēñ Ï�¬Č ë�� .

Ü¡:101 � � � xx

1 - è¡�± Ðñ¬Ê� § È��� §^ 1̀\ �o IRD fèb È��� ðæÊñ1� xmüç§ èå Ēìµ Ðñ¬Ê� ēl ð.
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2-�� § § ÈÁ�Ö� ðæ¢æá § È�x èÝç¬± «ì¢á:)0,1(1010 � � �� xxy

3-�� § È� § § ÈÁ�Ö� ðæ¢æáy èÝç¬± «ì¢á:)1,0(11
10
100 ��� �� 

�
�

 � yyx

4-��á §Ül�ü ìåì�å:
ÐÝ�-§ìâÉï�å��á:101 � � � xx

�-��å��á ðÖÑ:1)(
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5- È��� §extreme ēÂÖå  �¨òb <ëìl �ò�¬� ēñ Ûë¨� ë�ëìâ±« ēñ Ï�¬p:
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Û��á àñ«§:ëĘ�ìÍ§
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xxf 52)( �
 ��ëęÙ à±« Ï�¬p È�.

Ü¡:
1 -  è¡�± Ðñ¬Ê� § È��� § ēf ïěĕl Û¨òÝ ì²òå Ē¨å÷ ēåęĕĄ ¬�  è@�¬b È��� è@Ý0 x  è@¦Ą    ì@Ýìü § Ûì@¢�á § «ì@å

 ìåì�âòÕç§ èæòÊá ç«�cÝēæÊñ <:}0{\IRDf o

2 -ðmü ÈÁ�Ö� § ç¬± ì��«ì¢á §
ÐÝ�- §x èÝ¬± «ì¢áÈÁ�Ö� ç:
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�-  §y  èÝ  ÈÁ�Ö� ç¬± «ì¢á :§0 x   ç«�cÝ  §)(xf     @å Ēìµ Ðñ¬Ê� È���  è    ì@å <ç§ è@Ýy      è@å ÈÁ�@Ö� ç¬@± «ì@¢á
ï¬Ý.

3-èåì�å��á:

ÐÝ�-�å��á ï§ìâÉ :¬¦á èb ēf èqå¬Ą Ē�ìñ ēl �x ìå <í§ §ì�ìá0 x § ēf í§ �å��á ï§ìâÉ ēñ
yïěĕl «ì¢á.

�-�å��á ðÖÑ� :252lim)(lim  »¼
º
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ª �

 
rforfo x

xxf
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 ìå2 yí§ �å��á ðÖÑ� È��� §.

4 -Ûìl �¨òb ìmü ðå�¬¢� § : § ìmü ðå�¬¢� §ëìl �¨òb Ô�¶á íęáìÝ È��� § ç«�cÝ ìÝìl �¨òb
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 ēf èqå¬Ą0)(' !xfç§ ç¨ñ�®�á È��� ìå <í§.
 ç«�cÝ ìÝìâ±« § Ï�¬p §ë¨� èb �÷ì¢� È��� §Ûëì�ò�¬� ēl:

ēæ�Ĉìb

1. §
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1)(
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x
xxfĕĄë èåìåìÝ¨� È����ęl ēñ à±« ë� �ę.
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xxf�ęl ēñ à±« ë� �ęĕĄë èåìåìÝ¨� È���.
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âñ«§ §�«§ ēē èÝìê�á ìñp È���Ï�¬0za <dcxbxaxy ��� 23

    § Ümµ ¤á�¦á         Ē¬@é § ē@±�� ðòĈ�« èåìÑ�¬p ìÊ��ì� ìæòĀ
�ęl ã�ò� ¬Æå Üc¥ èÞmé èb Ï�¬p § È���.

Ý�ÊÑò�
x §dcxbxaxxf ��� 23)( çĘ� èb È���¬mÑë ë� �ęlë È��� ēf �ñ�ë èáìĄ è�«§ È���>ç§
xìáìå §�mòÝë ¨¡ ���� ë� èåì�ñ¬½ È��� ïĘ.
x�ęl �¨òb Ô�¶á àñë§ È��� ïĘìáìå §.
 §ìb«ëìå�ò� ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑ è� :
1.§dcxbxaxxf ��� 23)(  <èb     ēl È��� è�«§ èâñ«§fē0!aïë      ì²@òå ēl ß�b èb ē±�§.   è@l

Ē¬ĕf        ëęl �¨òb Ô�¶á íęáìÝ È��� §  ð@Ā�« ¯÷ èb È��� è�«§ èâñë§< ì@å§0)('  xf  ç«�@cÝ  ē@âñë§ §
           ë� ì²@òå ēl ß�b èb Ü¡ ēÝ§�Êá § ē�«§'       ëì@l è@ÊÝ�Âá ē@ñ   è@l Ē¬@ĕf    ēÝ§�@Êá §'    è@¦Ą ¬Ò@¹ è@Ý

íìÝ)0'( !'f   <ïë èÝ§�Êá ìå)   �¶@á È��� §Ô (   <ï¬@Ý è@Þ¡ çë§  è@l Ē¬@ĕf0!a ïë   @l è@Ý ð@æ¢æáďò
«ìÝïĈ è¦Ąð«ìÝï è�ìñç ð�²åðâÆÉ�èÂÖå)Local Maximum(ìñ ë�çð�²åÎ¹�@@@@@@@@@ï¬

) Local Minimum(ï¬Ý .
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2.§dcxbxaxxf ��� 23)(  < è@@bè@@l ē@@l È��@@�0�a<0)('  xf ë�0)(' !' xf è@@Ý§�Êá
 çë§ è@@åë«ª� <ï¬@@Ý è@@lĒ¬@@ĕf0'!' f ð@@æ¢æá ì@@åè@@Ý«ì@@Ý ďò@@lï«ì@@Ý î@@Ĉ è@@¦Ąïì@@ñ è@@�çð�²@@å

r¬Î¹�)Local Minimum(ìñ ë�çð�²åðâÆÉ�)Local Minimum ( èÂÖåï¬Ý.
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3.  âñ«§ § èlē �«§ē    ðæ¢æá È����²åððå�¬¢�Extremeï¬Ýë<  §Extreme     § �ñ ðmü ðæāæá § ìmü§
 Ï�ÂÊå� ēÂÖå §ēñ ��º�¦á :
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4.�«§ ēâñ«§ §ē��� § îmü ¬Å�æ� § È���îmü Ï�ÂÊå� § È:
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5.  §dcxbxaxxf ��� 23)(   èb    è@l ēl  È���0�aë� ïë è@Ý0)('  xf    ë� ð@µ È@½ë ç¬@±
0)('  ' xf  ìå  �²á çë§ �ñ ìñ èÝ§�Êáëïèåë«ª� ï¬Ý   ē@f ē@l �«ì¹ èÎé èb0)(' dxf  ì@å <ïë

È��� �«ì¹ Ē§ èb< èl ë� ç§ èºÕ�æ�áĒ¬ĕf0)(' txfïë<ç§ ç¨ñ�®�á È��� ēl �«ì¹ Ē§ èb ìå.

 íęáìÝÛ��á:§2)2)(1()( �� xxxf��� �÷ì¢� Èë �ęĕĄ Ï�¬Č ë� ēñęl à±«� .
Ü¡:  íęáìÝ  §  È���Extreme   ëĘë�« ¯÷ èb ��º�¦á ìmü< è�±ë«ëáìÝ §   ē@f ë«ì@p è�±¬á èb Ô�¶á ïę

     ç§ èºÕ�æ�á ēl è¥¬� èáìl èb ë� ç¨ñ�®�á ēl è¥¬� èáìl èb È���.èÝ¢áìë«ìå  § ë� ëì@l �¨@òb ðmü ÈÁ�Ö� § ç¬±
       § ë� ¸ò¦¶� § ìÂÖå ï¬Î¹� ë� ðâÆÉ�         ëĘë «�@l è@b Ô�¶@á à@ñë§ È��@� § ç«�@cÝ ì@Ýìl �¨@òb § ìÂÖå Ï�ÂÊå� §

Ûë¨� ì�÷ì¢� ēñ�ò�¬�ëì ë�� ēñ �òëìâ±« Ï�¬p:43)( 23 �� xxxf
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îmü Ï�ÂÊå� §:)2,1( ��I

èÝÈÁ�Ö� ç¬± ìåë«ì¢á:
ÐÝ�- §x èÝÈÁ�Ö� ç¬± «ì¢á:
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� - §y èÝÈÁ�Ö� ç¬± «ì¢á:
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 àñë§Û��á:§23 3)( xxxf �� § �÷ì¢� È��� �ęĕĄëÏ�¬Č ë�ēñęl à±«� .
Ü¡ :         ï¬Ò¹ ēñ è�±ë«ë ë� ëìl �¨òb Ô�¶á íęáìÝ È��� §ēÂÖå ìl�ü   @¹� ë� ð@âÆÉ� È��@� § ë� ï¬Î ē@ÂÖå  è@b

ëĘë�« ¯÷.
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2-ÈÁ�Ö� ç¬± ìåë«ì¢á :
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Û��á àñ«§: §13)( 23 ��� xxxxf§�æ� § È����ęl �¨òb ��º�¦á ®l¬á § ¬Å.

Ü¡: ¬Å�æ� § ēf ëěĕéìb®l¬á §
a
bx
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  èÝìå <ðĀ�« è�±÷ è¦Ą ēÂ��«:
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)0,1(C�æ� §��º�¦á ®l¬á § ¬Å

ēæ�Ĉìb
1. Ē¨å÷ §�Č È���ēñ èåìÑ�¬p ë� �ò�¬� Ûë¨� ì�÷ì¢� § ìå�ęl à±«.

323 )1()(),1
3
1)() �� ��� xxfbxxxxfa

2-§362)( 2 ��� xxxfęl �¨òb ��º�¦á ®l¬á § ¬Å�æ� §� .
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§Ûë«¾Õòè
Rolle Theorem

      § ēl Ümµ ¤á�¦á èb)(xf     § ë� È���'    À@¥ àòÖ�²á
   Ü@� è@@Ý ì@ñ   ë� ï¬@Ý ē@@mñĘ� è@Ą ç¬@@±)(' cf  ç¬@@± è@Ą è@@Ý
í§ ïë�²á.

Ý�ÊÑò�
x   ēl Ümµ ¤á�¦á èb  §),( ba  èbÛ�ë¬�å�    § ēl)(xf

   ðæ¢æá èb¨å��  Ē±�§ē   �@ñ �mü  @müð    ē@f è�@µ è@Ý ì@Îé
    @æ¢æá è@b è¦Ąð  @±�§ē          ē@f ð@µ à@±« ¯�@âá§x  è@Ý
�ìá ç¬± «ì¢áïïë.

x§)(xf È��@@�ßì@@l è@@bå�@@ýÛ�ë¬ ë� ï§�@@â�á ē@@lè@@áìl è@@b
 ēl èÞ¹�Ñç§Ęë Ô�¶á § .

x èlĒ¬ĕf)()( bfaf  ïë <§ ìå0xmüðèb),( baÛ�ë¬�å�Ąë ēlĕę�.
èÝæ�«ìbð è¦Ą �òÝ�ÊÑ¨å÷ìµ í÷ìå�ò� èò¾Õ Ē:

¾Õòè:  èlĒ¬ĕf §)(xf  È���§bxa dd   èb Û�ë¬�å�§ ë� ï§�â�á ēlbxa ��èbå�ý Û�ë¬ Ô�¶á § ēl
 ïë Ęë ë�)()( bfaf  ïë <  § çě@@Ý ¬@@� ě@@Ý ì@@å0x è@@b î@@mü ì@@ñbxa �� 0å�@@ý¬ Û�ë  ē@@f è�@@µ ē@@l

§0)( 0  c xfðµ.
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�ì��:    § ē@f è@čå¬Ą)(xf          íì@µ Ûę@l«ë è@b È��@� Û�ë¬@�å� ē@l       ç§ Ęë Ô�¶@á § ë� ï§�@â�á<  ì@å ð@å�¬¢�
Extremeï¬Ý îmü.

1 -èlcxf  )(ïë È��� è���� <ēf ç§  ½�ë ìå0)(  c xfç§ .
2 -èl §)(xf   ïë èå è���� È���<ë�),(, 12 baxx ��  ë0)( 1 !xfïë  <    è@b È��@� ìå> @bax ,0 �    ì@ñ ē@l

Maximum  �âòÕï¬Ýēf0)()( 10 !t xfxf  ðµ �¨âé ë�   èl �«0)( 2 �xfïë<    ìñ È��� ìå
¹� ï¬ÎMinimum �âòÕï¬Ý .

 èb ēf èčå¬ĄExtreme ìÂÖå ¬Ò¹ Ô�¶á È��� § ēlí§<ìå0)( 0  c xfïěĕl .

áìÝ íęÛ��á:§ èò¾Õ Ûë«§xxf cos)(   §Ý È���èb ç«�c> @ ]5,[, SS baęl Ôò�Â� ēl èÞ¹�Ñ�.

Ü¡: ēf èčå¬Ą1)5()( �  SS ff  ç¬±r§<    § ìå)(xf   È��� ¬@é §çx  ç«�@cÝ §  Ô�¶@á Ęë<ç§  § ì@å

)5,( SS Û�ë¬ýå� èb  ēl  ï§�â�á èb ë�)5,( SS  Û�ë¬ýå� èb  ēl      § ē@f ç§ îmåì@æá Ô�¶áRolle  ò¾@Õ §ē

 èb Ô��Âá)5,( SS    ìñ çěÝ ¬� ěÝ ēl0x  í§ §ì�ìáēfç«�cÝ �âòÕ èÎé §0)'(cos  xðµ . ē@f èčå¬Ą

xx sin)'(cos � í§<  ̈ ñ�� ìå0sin  � xÝ§�Êáē           è@b Ü@¡ ì@ñ çě@Ý ¬@� ěÝ)5,( SS    ïë §ì@�ìá ē@l .

0sin0sin  � � xx èb èÝ§�Êá �§)5,( SS«§ ēlĒĀèÞSSS 2,3,4ðµ íø�²ĕ¥� èåì�âòÕ.

 àñë§Û��á:§§ èò¾Õ Ûë«21)( xxf � èb È���> @ > @1,1, � baęl Ôò�Â� ēl èÞ¹�Ñ� .

Ü¡:  Û¨òÝïěĕl    § È��� ēfÜòb ë� í�b   ç§ è@å Ęë Ô�¶@á § ē@l ìmü èb< @Ýëē § ò¾@Õ § Ûë«ē § Ęë Ô@ò�Â� § ç

  èmĀ0)1()1(   � ff§r)0(f  È���èb> @1,1�   ē@l   ï§�@â�á   è@b ë� ç§> @1,1�   ē@l  §0x     §¨@É ì@ñ

 è�µfē0)( 0  c xf èÎé ë� ðµ00  xí§ .
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èò¾Õ �âòÕ À±ì�á §)iå�¬Č÷¾Õèò(:

Ý�ÊÑò�

²òå ë ēl ß�b èb Ümµ ¤á�¦á�:

x ìñ §Ē âòÖ�²áēĈ¬lē  Üòá  èÝ  áì@lē  @Â��«ē   @b è@¦Ą è

ðĀ�« ¯÷>

x§PQ§âòÖ�²áē¬lĈēb Üòáęl �¨ò� .

x§PQ ēĈ¬l §§ Üòá)(xf §ï¬Ý èmñĘ� èĄ ç¬± Ô�¶á èÝ È��� >

èÝæ�«ìbðëìå�ò� ē±�§ èò¾Õ è¦Ą �òÝ�ÊÑ:

¾Õòè :  èlĒ¬ĕf)(xf§> @ba,  èb      ë� ï§�@â�á ēl èÞ¹�Ñ§),( ba @b  è    ïë Ęë Ô�¶@á § ē@l èÞ@¹�Ñ §
),( ba è@@Ý�  § è@@¦Ą Û�ë¬@@@ýåc  ē@@@f ē@@±�§ í§ è�@@@µ §¨@@É ì@@@ñ:))((')()( abcfafbf � �

ēæÊñ:
ab

afbfcf
�
�

 c )()()(í§.

�ì��:f ïěĕl Û¨òÝ <ì²òå ēl ß�b èb È��� èñë¨æ�±¬á çìñē:x
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afbfxfxg �
�
�
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)()()()(
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�
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�
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  ìå)()( bgag               § ç¬@± û²æ� ¬b ēò¾Õ § Ûë« § í§ ç¬±c   § §¨@É),( ba     ē@f í§ è�@µ ē@l Û�ë¬@ýå�
0)('  cgí§<ìå:
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Û��á:§182)( 3 �� xxxf èb���èb èò¾Õ �âòÕ À±ì�á § ēl È> @ > @3,1,  baòĄë ēlę� .

Ü¡: l Û¨òÝĕ  § ēf ïě)(xf èb È���> @3,1     è@b ë� ï§�@â�á ēl)3,1(    § ē@l   Ô�¶@á  Ęëç§<      À@±ì�á § ì@å

 �âòÕèÝ ðò¾Õà± ç¬±èb)3,1(ēl ìñ0xè�µēf ē±�§:

18
2

36
13

)1()3()()()( 0   
�
�

 
�
�

 c ff
ab

afbfxf

§cë¬Ý ç«�cÝ ìÝìl�¨òb § :
6
261886)( 2,1

2
0 r � � c xxxf

ēf èčå¬Ą
6

26
 xèb)3,1(ï¬Ý ãëėČ ēl<ìå

3
13

0  xí§.

 ë�
6

26
� x èb)3,1( Ûì�Õ § ìå <ç§ èå ÈÕ�ë ēl èÞ¹�Ñç§ èå Ęë.

ēæ�Ĉìb
1-  èlĒ¬ĕf §)14()( � xxf    § È���> @4,0          § ïë Ēì@µ Ûę@l�« ē@l Û�ë¬ýå� èb0x   ē@±�§ �@âòÕ

È��� ðæ�«ìb èb èò¾Õ Ûë« § ēf �ęl �¨òbïęlë Ó¨¹ ēl.

2-   § èlxxxf 2
3
1)( 3 �        § ïë Ēìµ Ûęl�« È���0x  § �âòÕ> @3,0  ē@f �l�üë ē±�§ ēl èÞ¹�Ñ èb

ïęlë Ó¨¹ ēl ēÎé èb èò¾Õ Ûë« §.
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3 - §éç¨É�Õ Û��òbì)L' Hopitall(
²á ¤á�¦á>ïìå�ò� èĄ ��ë�

Ý�ÊÑò�

x §
1

23)(
2

�
��

 
x

xxxfâĕÝ È��� §òû�¨òb îl �«ì¹ èÎé èbęl�fē1oxęlë �¬Ö� è�ï .

x§ðæ�«ìb È���§ ë� �¨òb Ô�¶á �¬¦á ë� �«ì¹ § È���èÝâĕÝòûęl èÞ�¬b ēñ ç¬±� .

x §432

24

242
1433)(

xxx
xxxxf

��
���

 È��� §âĕÝòûęl �¨òb ēl �«ì¹ èÎé èb�ēffoxęlë �¬Ö�ï .

x§ðæ�«ìb �¬¦á ë� �«ì¹ § È��� Ô�¶á§ ë� �¨òb È���èÝâĕÝòûęl èÞ�¬b ēñ ç¬±� .
èÝæ�«ìbðìå�ò� ç¨É�Õ �§ è¦Ą �òÝ�ÊÑë:
 §é�òbìç¨É�Õ Û�:

§ èl)(xfë�)(xg�Č È���§ ēå),( ba èb Û�ë¬�å�ēl ë� Ðñ¬Ê� § Ô�¶á Ęëëï.

  èlĒ¬ĕf
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xf     ��²å ûòâĕÝ §ax o       § ē@l �@âòÕ
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0     Üm@µ àê�@á    è@b ë�fox     § ē@l

f
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)('
)('lim
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       è@åì�âòÕ ē@l è@Îé è@b ë� ëì@l �¨@òb Ô�¶á

ïë àê�á Ümµ È��� § àé�ò� èl ëìl È½ë<Ýìòå Ô�¶áìëìl«ë èá�§� è�ÛëĖ èb Û��á § ðµ à�¥ Ümµ ß�ê�� § ìĄ ¬�:
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Û��á:Ý § Û�ýòbìèÝ¨É�ÕĒèýČ èb è¦ĄÝ ìÊ��ì� Ē¨å÷ § ç¬± ēæ�²ò¥�ĕâòýęl �¨òb èåì� .
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 §ÝèÝ Û�ýòbì¨É�ÕĒ ēæ�²ò¥� èýČ èb è¦Ą ç¬±Ý Ē¨å÷ĕâòýęl �¨òb èåì� .
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 §�¬¢�åðÔò�Â� ìmü
     ìÝìü ¬� ēl Ümµ ¤á�¦á èb ĘìÝ   îmü�ë    îmü ûĕü ìÝìü ¬�

ïěĔ§�ñ èá�å èb èĄ § îmü �§ ë� �òĈë.

èåìÝ��á:
1Û��á-É çë§¨òb èåë§¨ęl � � ēñ èÉìâ�á ēf20ï¬Ýë �âòÕ ämâá íìÝ ēñ Ü¹�¡ �¬½ § ë�.

Ü¡:    è� §¨É íęáìÝ èlx ðµ Üñëë<    §¨@É àñë§ ìåx�20            �@� § ē@ñ Ü@¹�¡ �¬@½ § ë� í§    Üm@µ è@b È�
ē±�§ :)20()( xxxf � ìmòÝ< qå¬Ą    § ēf èxèb §¨É> @20,0   ïì@l Ûì@¢� ē@l Û�ë¬�å�<   È��@� § ì@å

 ðâÆÉ� ÔÞÂá�âòÕ èb> @20,0ëìýÝ ēl :
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 l Û¨òÝĕïě ēf)100  <10 (    ðâÆÉ� È��� §èÂÖå §ç<      è@åë§¨É �ì@ÞÂá ì@å101  x�  ë102  x    § ē@f
 ēñ Ü¹�¡ �¬½100í§.

2 Û��á-   çìñ §ì¥   ç¨@æĀ   à²@�    �@l¬¡ §  § è@Ý§�Êá)3)(2( �� ttx        ç§ Ēì@µ Ûę@l�« è@đ� è@b<  §  à²@�
 �É¬± À±ì�á §31  t ë�42  t èb �¥ë §�ëìæü ēl�ęl �¨òb.

Ü¡ : §æāæáð ìµ íømòÝ è�±¬á èb Ðñ¬Ê� § �É¬±ēf:
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3Û��á-ē¢Â± ë� à�¡ § Ē¬l §ìåìÖ�¶á § ÿæá ¬� îæāæá�ęl �¨òb ��²å.
Ü¡ :
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4Û��á-§�¬p ð�å�± §)C (��êå«�Ñ ëñ �)F ( ÿæá ¬� �«�¬¡ §)32(
9
5

� FC�èmñĘè�µ< § ē±��)C (� ë)F (

 ÿæá ¬� îæāæáå�l�üë ��² .
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5Û�@@�á-ï¬@@Ý Üm@@µ ðÞòÂ�²@@á ē@@f è@@mâĀ çì@@ñ< ē@@ñ Àò@@¢ám200í§<lð@@µ í�¨@@ĕ�ð@@âÆÉMaximum

�ęl �¨òb ēñ �¡�²á.
Ü¡:  èb   ïìµ Ûęl«ë   ìµ í÷ìl ç¬± Àò¢á<   ëęl à±« èåìÞòÂ�²á ¬ĔĖ<     ē@f í§ �§ ¿¬µ ēÝë  è@Îé ÜòÂ�²@á  Ěì@á

    ēf í§ �ìÞÂá  �¡�²á  ēñ    �@ñ ì@Ýìü ¬� �ïë< @åì     è@b î@Ý�ë§Ěë� ÜòÂ�²@á § è@lx    è@b ē@ñ «ì@± ë�y ìò@Ĉë<  ì@å
ìµ íømòÝ:
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xyyx � � � 100100¢òáÀ
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ñ�b èbÞ ēl èèÝ ēf ïěĕl Û¨òÝ àé è¦Ą Ümµ �¥ë èÎé �¡�²á íìÝ ìÝìü ¬��« è�±÷ ðĀ ÛìÁ ÜòÂ�²á § ēf
50 ç¨¡�ëïë< �¡�²á ìå2500 È�¬á ¨¡�ëïěĕl.

6Û��á-ëë§ § èl èÉìâ�á ìåë§¨É200ïë<ēf �l�üë ē±�§ èåë§¨É èÎé§��Ê�¬áèÉìâ�á ìēñï¬Î¹�ðµ.
Ü¡: èlĒ¬ĕf èåë§¨É �§x� ëy ìå <ïë200 � yxèl ë�x<)(

22
xTyx  �ìå <ëęl »¬Ñ :

100
04004

0
4004

400004002
)200(400

)200(

)(

)(

2

222

22

22
)(

 
 �

 c

� c
�� 

��� 

�� 

� 

x
x

T
xT

xx
xxx

xx

yxT

x

x

x

 ì��Ê�¬á § ēf ìµ íøñë ēl èÞñ�b èb ìÝìü ¬� �«��É èÉìâ�á ĝæfìlç§èÝ:20000)100(  T

7Û��á-   §A § îmü
x

y 2
  § ðæ¢æá èÝ è±�bïìl �l¬¡<fìl ìÝìü ¬� îæÛ�ë¬�å� §AÖå § ēÂ ë�§  § ì��º@�¦á

ëĘë�« è�±÷ ÿæá¬� Ē¨�á.

Ü¡: §
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y 2
  §�� È� § ¤á ¬b ðæ¢æáA ēÂÖå §��º�¦á)2,(
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xA§ïìå < :
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è¦Ą �¨�á èÝ èÞ¹�Ñ îæfìl ìÝìü ¬� ēl èÞñ�b èb2¨¡�ëçç§ .
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8Û��á-�Êmá ìñÈ�¬á ēñ ç¨É�Õ ēf ÜòÂ�²áç§<ì²òå ēl ß�b èb<«§ § èlìñ¨Ê� ëĘ�ëìåë èÉìâ�á24

ïë<�ęl �¨òb à�¡ íìÝ ìÝìü ¬� �Êmá §.
Ü¡: § èl ÜòÂ�²á �Êmá § è� ēÊÞ½ Ē¨É�ÕxÝ�ìq� ë�ð ēñ è�yìå <ðµ Üñëë:

xyyxx 22424 � � ��

ēf èqå¬Ą0ty ìå <í§120 dd x�«��É à�¡ ÜòÂ�²á �Êmá § ë� ïěĕlï§èÝ:
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 à�¡ íìÝ ìÝìü ¬� ÜòÂ�²á �Êmá § ìå3512cmí§ .

bēæ�Ĉì
1 -§123 ��� xxxy §« ēñ ðæ¢æá ë� �¨òb �÷ì¢� È����ęl à±.
2 -     ēñ ÈÞ½ ç¬é ēf è¦Ą ē�¦� Ēìñ èÝ ēæc±ë� § èlm1    ïěĔĘì@� °@m� ·ø@¥ ¬@± ìñ ï¬Ý ÛìÁ.   è@Ý è@Îé §

     È�¬á ïë�²á «ìÞĄ è¦Ą ìåì�æl ë«ìÞĄ  ēå�p     ��Õ èÎé �ò� ë� �ęl Ē¬b   È�¬á ĝæfìl �ęl    ç�¨@å� è@áìl èb ēå�p
ï¬Ýë à�¡ ðâÆÉ� ämâá °m� íĘìáìå ēf ðµ Ē¬b.

3 - §2xy   Ï�¬p è� èÝ èÂÖå í§iå ç¬ĔĖ)0,3(A�ęl �¨òb ç¬± ēÂÖå.
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 ðl¬cĄ § àêáðmü
x  §)(xf    ̈ñ�®�á �¥ë èÎé È��� çìñç   ïě@ĕl ÜÞ�  ē@f§> @ba ,   è@b    ē@l Û�ë¬@ýå� r§�@â�á  è@b ë�),( ba

 ·ø¥å�ýÛ�ë¬ Ęë Ô�¶á § ēlë�0)(' !xf.
x  §)(xf    ºÕ�æ�á �¥ë èÎé È��� çìñè  ïěĕl ÜÞ�  ē@f§> @ba ,  è@b     è@b ë� ï§�@â�á ē@l Û�ë¬@ýå�),( ba

 Û�ë¬ýå� ·ø¥ Ęë Ô�¶á § ēlë�0)(' �xf.
x   È��� §èÝ  Ą ¨ñ�®�       § ēf í§ �§ �ÞÂá è¦x  §  Ûì¢�á  § ç¬@± ë¨ĕ��ñ èb  È��@�    È��@� § ë� ��@ñ �@âòÕ è@Ý

 § ēf í§ �§ �ÞÂá è¦Ą ¸Õ�æ�xðµ àl �âòÕ È��� § ç¬± ë¨ĕ��ñ èb Ûì¢�á.
x  ì@Ýìü ¬� ēl È��� çìñ èb ĒĘì@Ý   è@� ē@ÂÖå Ô@ÞÂá ð@âÆÉ�)Absolute Maximum(� ¬@� ë   ē@ýĕü ì@Ýìü

 è� ēÂÖåÔÞÂáï¬Î¹�)Absolute Minimum ( § <ðñ�ëx �ñ È��� ç«�cÝ íìÎé § ēf èåì�âòÕ èÎé
 § ðÞ¥� èåì�âòÕ ï¬Î¹� �ñ ë� ðâÆÉ�ExtremeïěĔ§�ñ èá�å èb.

x  ÔÞÂáMaximum : §))(,( 00 xfx èÂÖåÖÞÂáèïěĕl ÜÞ� ðâÆÉ�<  è@l Ē¬@ĕf§)(xf  Ð@ñ¬Ê� §
 ēl è¡�± èb § ¬éxç«�cÝ)()( 0xfxf d ìå <ïë)( 0xfÖÞÂá è�èðñ�ë ðâÆÉ�.

x  ÔÞÂáMinimum:§))(,( 00 xfx  èÂÖåÖÞÂáè   ïěĕl ÜÞ� ï¬Î¹�<   è@l Ē¬@ĕf)(xf      è@b Ð@ñ¬Ê� §
¡�±ēl è § ¬éxç«�cÝ)()( 0xfxf t ìå <ïë)( 0xfÖÞÂá è�èðñ�ë ï¬Î¹�.

x  §)(xfy    È��� § çìñ èb ðæ¢æáÛ�ë¬�å�     è@l <ïě@ĕl Ü@Þ� �¨@¢á ēl Ē¬@ĕf  Ē§ è@b Û�ë¬@�å�   è@b ē@l
   ðµ à±« ¯�âá ðæ¢æá<      ðæ¢æá § ¯�âá ìåè�«ìb    �ë¬b è��ì¥ � ïëë      Ô�¶á àñë§ È��� §Òæáð ¯÷ èb

ðĀ�«.
x  §)(xfy      È��� §      ¬ÊÖá ēl Û�ë¬ýå� çìñ èb ðæ¢æá    èl <ïěĕl ÜÞ�Ē¬ĕf      è@b ē@l Û�ë¬@�å� ïĘì@áìå è@b

          è@b �@��á Ô�¶@á à@ñë§ È��@� § ë� <ïë �ë¬@b �ì@¥ è�m@Ĉ ðæ¢æá § ¯�âá ìå <ðµ à±« ¯�âá ðæ¢æá
ðĀ�« ¯÷.

x î@@mü è@@Îé  È��@@� § ē@@fè@@Ý     °mÉ¬@@� �@@ñ ë� è@@� �ò�¨@@¢á è@@¦Ą �@@ñ¬ÊÖá  í«ì@@Ý Ü@@c¥ïìÝ¨@@�< §
Ï�ÂÊå�)Inflection (îmüïěĕl ÜÞ�.

x È��� èÎé    § ēf ēå�p
dcx
baxxf

�
�

 )(  ï¬Ýë èđ�< È��� kòÑ�¬pìáìé §     ¿¬@µ Ē§ è@b <ïěĔ§�@ñ è@á�å èb ìå�p

 ēf0zcïë.
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x  èlĒ¬ĕf   §)(xf ���  È  §bxa dd èbå�ýÛ�ë¬ § ë� ï§�â�á ēlbxa �� èbå�ýÛ�ë¬   Ô�¶@á § ē@l
 Ęëë�)()( bfaf   § çě@@Ý¬� ě@@Ý ì@@å <ïë0x è@@b î@@mü ì@@ñbxa �� 0Û�ë¬@@ýå� è@@b ē@@f è�@@µ ē@@l
0)(' 0  xf <í§Ûë« § èò¾Õ �§ēò¾Õ §ïěĔ§�ñ èá�å èb.

x  èlĒ¬ĕf)(xf   èb> @ba ,   ë� ï§�â�á ēl èÞ¹�Ñ§),( ba   è@¹ø¥ è@b    § ïë Ęë Ô�¶@á § ē@l èÞ@¹�Ñ

0x     § §¨É ìña   ë�b     ēf è�µ ÿæá¬�
ab

afbfxf
�
�

 
)()()(' 0   í§�§    Ü@Þ� èò¾Õ �âòÕ À±ì�á §

ïěĕl.
 §éç¨É�Õ Û��òbì:

 § èl)(xf ë�)(xg�Č È��� § ēå),( ba èb Û�ë¬�å�ë Ęë Ô�¶á § ë� Ðñ¬Ê� ēlï.

  èlĒ¬ĕf
)(
)(

xg
xf     ��²å ûòâĕÝ § ēf èÞlax o   §

0
0      èb ë� Ümµ àê�á ēf ēl �«ì¹ èÎéfox  ē@l

  §
f
f   § ç«�cÝ ìÝìl �¨òb § ûòâĕÝ § È��� § ēl �Ý�¡ Ē§ èb ð²òåë Ümµ

)('
)('

xg
xfÝ�òâĕ   ëì@l �¨@òb    ē@l è@Îé è@b ë�

ïë àê�á Ümµ È��� § àé�ò� èl ëìl È½ë èåì�âòÕ<Ýìòå Ô�¶áì è�ß�ë§ ëìl«ë...ðµ à�¥ Ümµ ß�ê�� § ìĄ ¬�.
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ēæ�Ĉìb ðl¬cĄ àñ«§ §
ì��ìĀ «ìÞĄ è� ìæ�Ĉìb Ē¨å÷ë èå ïìµ Ûęl« <ï§�ęl èĉå èb ��ìĀ à±:

1– È��� çìñ èÙ èb],[ baÛ�ë¬�å�l ë� r§�â�á ē §Ęë Ô�¶áë<ï�®�á �¥ë èÎé ìåñ ēf ç§ ¨:

0)(')0)(')0)(')0)(') t!� xfdxfcxfbxfa
2 - èbñ ìÝìü ¬� ēl È��� çìĒĘìÝ ēÂÖåè�:
éĕìñ ă)d Absolute Maximumðñ�ë)cInflictionðñ�ë)bAbsolute Minimumðñ�ë)a

3 - §
xx

xxf
2
1)( 2 �

�
  ēl È��� èb §Extreme�«��É smüí§èÝ:

¬Ý èåï)d«§Ēmüð)cñìsmü)bmü çë§ð)a

4– smü èÎé È��� ēfèÝ¬ÊÖáñ ��¨¢á è¦ĄòìÝ¨� è� �ï:
éĕìñ ă)d¬Î¹�ï§ smüí)cr§ smü Ï�ÂÊå�§)b§ smü sâÆÉ� §í)a

5 - §cbxaxxf �� 2)( §¬Ê� § È���ñ èÝ �«��É è¡�± Ð:
éĕăìñ)),0())0,()),() dcba f�f�f�f�

6 - §
2
12)(

�
�

 
x
xxf§ìâÉ È���ï �«��É �å��á í§èÝ:

2)1)2)1) � �   xdxcxbxa
7 -é §ìÑ�¬p ìáò§ìâÉ È��� kï �«��É �å��á í§èÝ:

d
cyd

a
cyc

c
dxb

c
aya �  �  ))))

8 - §
4
64)( 2

2

�
�

 
x

xxxgÖÑ� È���ð �«��É �å��á í§èÝ:

4)6)6)4) �� dcba
9-¨å÷ï¬Ý �ÖòÖ¡ èmñĘ� ï¬��Ý� èáìl Ē:

éĕ ìñ ă)
)('
)('lim

)(
)(lim))(')(lim)

)('
)('lim

)(
)(lim)

000

d
xg
xf

xg
xfcxfxfb

xg
xf

xg
xfa

xxxxxxxx fofoooo
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¨å÷ ēæ�Ĉìb Ē ��ìĀ�ęl:
1. §xxxf � 2)(È��� § § § Üòá ðæ¢æá)0,3(P�ęl �¨òb ēl ðmü èb.
2. §2)( xxf �  èb ēl È��� §> @4,3 èbÛ�ë¬�å� ēl §æá¢æð § ãìÝ¨� ðmü�ęl �¨òb.
3. § äüìòå §�â²Õ �«�¥ ìòå¨å÷ § è�±¬á èb�Č È����ęl �¨òb Ô�¶á ìå.

xxfxxfxxf 2)()313)()22)()1 2  �  

4. ìòå¨å÷ §È��� ëìµ Ûęl«ë èb ìå�p ìÂÖå ēl Ô�¶á�ęl �¨òb.
2,)()21,12)()1 0

2
0   � � xxxfxxxf

5.È��� Ē¨å÷ §�ęl �¨òb Ô�¶á ìå�p.
13)()242)()1 32 � � xxfxxxf

6.È��� § ēl ìmü ëìµ Ûęl«ë èb Ô�¶á ìå�pè�±�¢á�ęl.

2
1,126)()2

1,37)()1

0
2

0
2

 �� 

� � 

xxxxf

xxxxf

7. §xxxxf 343)( 25 ��  È��� §�ęl à±« Ï�¬p ēÎé § ë� �²òåë Ô�¶á ēÞĀ «ìÞĄ.
8.È��� Ē¨å÷ § ìå�p�ęl �¨òb Ô�¶á.

xxfxxfxxxf 2cos)()3)13sin()()2sec)()1 23  �  

9.�á ßìl ç¬± ¯ìmÊá Üc¥ § ēf í§ §¨É ��>ðµ îæfìl ìÝìü ¬� ēñ Ü¹�¡ ēÊâ� § ðµ Èâ�

10. §
x

xxf 1)(
2 �

  È��� Ï�¬p�ęl à±«.

11. §
1

4)( 2

2

�
 

x
xxfÈ���Ï�¬p�ęl à±«.

12. §xxf sin)(   È��� ð���Þ�á Ï�¬p�ęl à±«.
13. §xxf tan)(   È��� ð���Þ�á Ï�¬pęl à±«�.
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îl¬cĄ ß«ìÞĄ
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èÉìâ�á ã�âñ« §
Riemann’s Sum

       ¨@¡�ë ìñ Ç�Êµ Ē¬ñ�§ § èl ēl Ümµ ¤á�¦á èbç§<  Ē¬@ñ�§ §
               ��²@¡ �¡�²@á ìå�@p ðÊÞ@½ «ì@ÞĄ ðÁ�@¢á ë� ðÂò¢á §

   �¡�²á Ē¬ñ�§ Ē§§ ēf �±�ñ�ëë ë� �ęlèÝ ¤á�@¦á  «ì@ÞĄ
ìå�p ðÊÞ½�¡�²á èÝñĘ� èĄ ç¬±ï¬Ý èm>

�òÝ�ÊÑ
x § ēf �¡�²á èÎéx §ë� «ì¢á22)( � xxf § § È���

§ ēl ÿæá èb Ï�¬p]4,0[ èb Û�ë¬ýå� <í§ íìµ «ìº¢á ēl
ęl À¥ À¥�.

x  §22 � xy   èb È���Ï�¬p  ē@l  §   ̈ @å÷ ë«ì@ÞĄĔ    ì@òæ�«ìb ë� ìòæ
ìÞòÂ�²á �¡�²á ìååìè         í§ íì@µ Û§ì@Ĉ ēl Ümµ èb ēf<   �¨@òb

�ęl.

x  §   ìåìÞòÂ�²á ìòæ�«ìb  §   èÉìâ�á �¡�²á   § ë�æĔ¨å÷ò Â�²á ìòìÞåì § èÉìâ�á �¡�²á § Ï�¬p § È��� §
æĔ¨å÷ð �¡�²á ç¬± äü�ë ïìµ ęl«ë èbēl>ï¬Ý èmñĘ� èĄ

x         ïë�²á ì�� § �òÝ�ÊÑ ¬ĕĄ èb è�«ìb §æĔ¨å÷  �²@á ì�� § ë� ìåìÞòÂ�²á ìò   ìåìÞòÂ�²@á ì@òæ�«ìb ïë   «�¬@m� ç«�@cÝ
ēñ èÞñ�b ë� �ęl �¡�²á Ē¨å÷ § Ï�¬p § ïĘìáìå èb ç¬±�ë äü�ęl èÞ�¬b ēl.

x èlĒ¬ĕf ìòæ�«ìb §�²áÂò ìåìÞ èÉìâ�á ìåì�¡�²á § ë�æĔ¨å÷ìåìÞòÂ�²á ìò1 èb È��� § ç«�cÝ ìÝëĘì� §
 ēÞ¹�Ñ § ēl Ï�¬p´Ĕë ë� ìòæ�«ìb § ëęl ��ñæĔ¨å÷åìÞòÂ�²á ìò ì ìåì�¡�²á § �âòÕ ßìl èÉìâ�á

 è�Ē§iåïěĕl.

1-f èlĕ § Ē¬x²Ö� ìÞ¹�Ñ § «ì¢á èbò ��âñ�� ë� ëęlñĒ¬ĕf èl �èbñÂ�²á § ēl èÞ¹�Ñ çìòìÞ â@µ ìåĕ ¬ @ñ�� ð@µ<  @é è@b    Ï�¬@p § ç�¨@å� è@Îé à
¨å÷Õ § �¡�²á ĒòĀ�« ¯÷ èb Ôð.

1 2 3 4
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ðæ�«ìb èÝ è�±÷ Ðñ¬Ê� Ē¨å÷ è¦Ą �òÝ�ÊÑðĀ�«:
Ðñ¬Ê�: ½¬Ñ  ëì   ēf§)(xfy   È��� §],[ ba   î@Ýę� è@b Û�ë¬@�å�  ï§�@â�á ē@l¬Ê� ë� @ñ ì@µ Ðï ïë  è@l
Ē¬ĕf    § ēf �¡�²á ēò¡�å §x§    ë� «ì¢á)(xfy   § Ï�¬p § È��� ÿæá¬�   ē@f í§ È@Õ�ë   ð@±¨æé è@b

í÷¨ĕÝ¨� ðµ èå ìåìÞmµ<ęl è�±�¢áë< ìå :

  §],[ ba ēÝę� Û�ë¬�å�  è@bn  Â�²@áò    ì@å ìÞë @Ĕ  <ì¶    § ē@f è@qå¬Ą   Â�²@á ¬@éò     § »¬@É Ü)(
n
abx �

 '

«Â��ē ¯÷ èb è¦ĄðĀ�«Â�²á § ë�ò«��É ÛìÁ ìåìÞÕ È��� r§ �ò èÂÖå èÍ�âé èb �âí§ ēl.
 § ë�Â�²áòìåìÞ ¬é §îÝ�ë§Ěë� Û�ë¬ýå� §ni ,...,3,2,1  ç«�cÝ§ ÛëĖ Ē¨å÷ èbr:

bxxiaxxaxxaxax ni  '� '� '�  ,...,...,2,, 210

> @ > @ > @ > @nnii xxxxxxxxxx ,,...,],[,...,,,,,, 11322110 ��

   § ē@@l Üm@@µ è@@b è@@læĔ¨@@å÷ìÞòÂ�²@@á ìòìå @@b �¡�²@@á èxxf i '� )( 1ì@@òæ�«ìb § ë�  �¡�²@@á ìåìÞòÂ�²@@á
èbxxf i ')(ðµ Û§ìĈë<ēf ë¬Ý ìå:

xxfxxfxxfxxf

xxfxxfxxfxxf

i

n

i
n

i

n

i
n

' '��'�' 

' '��'�' 

¦

¦

 

�
 

�

)()(...)()(

)()(...)()(

1
21

1
1

110

 èlĒ¬ĕf èb �¡�²á rìµ «ìº¢áAĈëòì< ìå :¦
 

'�
n

i
i xxf

1
)(A¦

 
� �'

n

i
i xxf

1
1)(

 èlĒ¬ĕf ēÂ��« § èÝÝ è¦Ą Ï�¬Á�ĕâûòåëò <ì²ēf ë¬Ý ìå :

xxfAxxf
n

i
inn

n

i
in

'dd' ¦¦
 

fofo
 

�fo 11
1 )(limlim)(lim

¨å÷ §ñæòÂ�²á ìò èÉìâ�á ìåì�¡�²á § ìåìÞ

 §æ�«ìbòÂ�²á ìò èÉìâ�á ìåì�¡�²á § ìåìÞ

x

y

o ax  0 1x 2x 3x 1�nx bxn  
x'
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 §±ìµ íømòÝ û²æ� ¬b ēò¾Õ § eĔëėå�ēf:xxifAxxf
n

n

n

i
in

'�  '
fo

 
fo ¦ )1(2lim)(lim

1211

ìå¦
 

'
n

i
i xxf

1
)(        � Çì@â�á ã�@âñ« § è@�ë§  Éì@â�á Ē§ē Ýĕâ @òû  ē@æÊñ¦

 
fo

'
n

i
in
xxf

1
)(lim    § ã�@âñ« § è@�

Éìâ�áēÝĕâòðñ�ë û.
 Û��á íęáìÝ:§]2,0[  Û�ë¬ýå�  ì¥¬� ïë�²á «ìÞĄ èb¶Ĕëë<� §12 � xyðæ¢æáë�x «ì¢á  ÿæ@á ¬�

�ęl �¨òb �¡�²á.
Ü¡:  èlĒ¬ĕf]2,0[  Û�ë¬ýå� è@b       ë ì@¥¬� ïë�²@á ë«ì@ÞĄ ¶@Ĕëì<     Â�²@á § ì@å        ̄ ÷ è@b ē@±�§ »¬@É ìåìÞò

ðĀ�«:
2
1

4
02
 

�
 

�
 '
n
abx

 Ē§§ sÝ�ë§Ěë� Û�ë¬�å� ¬é§ ìåìÞòÂ�²áèÝ ï§ �«��É:

2
2
33,12

2
1,0

4

32

10

 

 '�  '� 

 '�   

x

xaxxax

xaxax

]2,
2
3[,]

2
3,1[,]1,

2
1[,]

2
1,0[

],[,],[,],[,],[ 43322110 xxxxxxxx

�« ¯÷ èbÞÍð § èåì�âòÕxëìl È½ë ēl È��� èb r�Ā èb.

5)2(,25.3)
2
3(

2)1(,25.1)
2
1(

1)0(,1)( 2

  

  

 � 

ff

ff

fxxf

2
1 1

2
3 2

1
25.1

2

25.3

5

x

y
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75.3
2
125.3

2
12

2
125.1

2
11  u�u�u�u  §æĔ¨å÷ìò�¡�²á § ìåìÞòÂ�²áìåìÉìâ�á è

75.5
2
15

2
125.3

2
12

2
125.1  u�u�u�u  § ìòæ�«ìbèÉìâ�á ìåì�¡�²á § ìåìÞòÂ�²á

75.575.3 �� A
Û��á àñë§:§xxf � 1)(È���âñ« §� ã §Éìâ�áûòâĕÝ ēèb]10,1[ Û�ë¬ýå� ēl�ęl �¨òb .

Ü¡:

2
1 1

2
3 2

1
25.1

2

25.3

5

x

y

2
1 1

2
3 2

1
25.1

2

25.3

5
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5.58
2
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]
2
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2
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)]
2
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)]
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)1(9(99[lim

)]91(919[lim
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ēæ�Ĉìb
1.§]3,0[   @� èb Û�ë¬ýå�       ë è@Ý ì@¥¬� ïë�²@á ëěc¶ @ĔìÞ¶   è@¦Ą § è�@±ë«ëxy 3    À@¥ àòÖ�²@áë�§x §

l è�±�¢á �¡�²á ÿæá ¬� «ì¢á�ę  .

2.§5.0 'xÕò  �âç«�cÝ    § ë�                 à@±« Ï�¬@p ç¬@± ì@Ýìòå ē@l ß�@b è@b ìåì�âòÕ § Ûë¨� Ē¨å÷<   § æĔ¨@å÷ò ì
Â�²áò ìåìÞ §æ�«ìb §ë� èÉìâ�á ìåì�¡�²áòÂ�²á ìò ìåìÞ §èÉìâ�á ìåì�¡�²á�ęl �¨òb.

32.521.510.50x
50443832262014y

3 .§xy 28 �   È���  Ï�¬p § Ē¨å÷OAB�¡�²á �Þ�á§]4,0[ èb Û�ë¬ýå� ã�âñ« § ēl§ Éì@â�áē
 §Ýĕâòûęl �¨òb ç¬± ēæ�²ò¥� èýp èb è¦Ą�.

x

y
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B
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ßìêÒá Û�¬qò�å� §
Concept of Integral

 éì@@@b ē@@@f è@@qå¬Ąĕě� ìåìÞm@@@µ §æĔ¨@@@å÷ð ë�æ�«ì@@@bð
åì�¡�²áè §�å�ò Û�¬q±�ë èb èÂl è�±�¢áĕěï.

Mñ          Üm@µ ¤á�@¦á § ēf ìµ r÷ìl �   sæ�«ì@b    è@b �¡�²@á
ëĘë�« ¯÷.

 Îé §ē �å� È���ò Ô�¶á ēf Û�¬qēñÊáò ë� ïë äñ � �«��É Ü� èb« §ñÉìâ�á ã�âðĕÝâûò� è��åò �ë Û�¬@q @ñð
�§)³ ( �å� §ò  ç§ èáøÉ Û�¬q<   §sum          Éì@â�á § ã�@âñ« § �@ñ ēâòÞl § ē §S  ï«ì@�   <í§ �@Ý�¡ îÝ¨@ñ®Í

èmÝ :³¦
 

fo
 ' dxxfxxf

n

i
in

)()(lim
1

    è�Ý§ ēf)(xf ë� È���dx§)(xf  È��@� §�å�ò  Û�¬@q  Ûì@¢�á  ¬@Æå

x è�r§.
�å�òB�áìâÉ èåìÝ�¬qï§ èÝëĖ çë§ èb.äòÊá ¬òÍ ë� äòÊá<èåìÝ�¬qò�å� èÎé�å�ò ¬� ēñ ç¬± �ò�¬� èb ēf èåìÝ�¬č

ì²òå Ē¨å÷ ēåęĕĄ:
I-�å� äòÊá¬òÍò�¬č ÛIndefinite Integral

Ñ�òÝ�Ê
x§ èl12)( 2 � xxF ïë È��� èÝ�²òåë Ô�¶á è¦Ą È��� Ē§.
x È��� Ē§§èÝ�å� è¦Ą Ô�¶áò�²òåë Û�¬q.
x�å� îÞÍ�« ¯÷ èbò Û�¬qåęáìÝ èÝĝēf �ñ�ëë ë� �ęl èÞ�¬b ç¬± È���)1� (ïěĔ§�ñ èá�å èb èĄ § ēl È��� ïĘìáìå èb.
x ēl È��� ðæ�«ìb èb èl)1� (èbC § ëìáìåë)(xf È���èÝ>ç§ ïë�²á ç¬± èĄ
xæ�«ìbs �òÝ�ÊÑ §1)( 6 � xxF ēf �ñ�ëë ë� �ęl «�¬m� ç«�cÝ È���)(xfèÝ§ ïë�²á ç¬± èĄç.
èÝæ�«ìbð« ¯÷ èb Ðñ¬Ê� Ē¨å÷ è¦Ą �òÝ�ÊÑðĀ�:

Ðñ¬Ê�:   èlĒ¬ĕf §)(xf § È���> @ba , èbÝę�ð ë� Ðñ¬Ê� ēl Û�ë¬ýå�)(xF §)(xf   È��@� ĝåęáì@Ý çìñ
ïë.   §CxF �)( ìå�p È��� û@±         ē@l Û�@¡ s@±�§ è@b   ē@fC     § ïë §¨@É �@��� ì@ñ)(xf  È��@� äòÊá¬@òÍ
�å�ò ïěĔ§�ñ èá�å èb Û�¬čë�ïěĕl ÜmòÝ ē±�§:³ � CxFdxxf )()(
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Û��á íęáìÝ:³ dxx�ęl �¨òb.

Ü¡:CxCxdxx � �
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Û��á àñë§:dx
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 §äòÊá¬òÍÛ�¬qò�å�·�ì¥
Properties of indefinite integral

±��ē   §Ýâĕòû      ęl èÊÝ�Âá ēm¦á ·�ì¥ Ô�¶á ë�ï  >M �ñ

    ēf ðµ í�¨òlè�«ë    èb ·�ì¥     äò@Êá ¬@òÍ�å�ò    ē@l Û�¬@q

 àé>ïë

�òÝ�ÊÑ

 ì��Ö�¶á §èÝ¹�ì¥ì èb è¦Ą «�l¥�ò²�æē Ē¨å÷ §ìå�p È����ęl �¨òb Ô�¶á.

2

2
3

4

1
1)(

cossin)(

12)(

3)(

x
xf

xxxf
x

xxf

xxf

�
 

� 

� 

 

èÝ�«ìbðæÞñ�b Ē¨å÷ è¦Ą �òÝ�ÊÑēëĘë�« ¯÷ èb:

   ēf èqå¬Ą§ �Č È���  ìå  §  Ô�¶á  §    ç«�cÝ ìÝìl �¨òb  èÝ        <ïě@ĕl Ü�²@ĕ¥� èýp è¦Ą ìæòå�ìÕ ëęqå�Ā äòÊá¬@òÍ�å�ò  è@åìÝ�¬q

 § àé ē±�§ì¹�ì¥ï§ ðmåë¬ÝëìÞ�Õ è¦Ą �ì�� èÝ è�¬b èÎé ēf:

1- èlkēf ë¬Ý ìå <ïë §¨É ���� ìñ:Ckxdxkkdx � ³ ³

Û��á : §³ dx5�ęl �¨òb Û�¬č�å�.

 Ü¡:Cxdxdx � ³ ³ 555

2- èlĒ¬ĕf1�zn ìå <ïë:C
n
xdxx
n

n �
�
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°

¿
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Û��á: §³ dxx4 Û�¬čò�å�bòęl �¨�.

Ü¡:CxCxdxx � �
�

 
�

³ 5
14

4

5
1

14
3-èlĒ¬ĕfa���� ìñ §¨Éë�)(xfïë È���ìå <:

³³  dxxfadxxfa )()(

Û��á:§³ dxx22� Û�¬čò�åęl è�±�¢á�.

Ü¡:CxCxdxxdxx � �  ³³ 3
3

22

3
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3
222

4-  è@l Ē¬@ĕf)(xf ë�)(xgĒë§ ēå�@p È��@@� ïë § è@bĒ  § ē@l �«ì@@¹ �@@Č È��@� ìå ¬Ò� ë� È@â� § Ô@ñ § Ü@@¹�¡
�å�òë�²á Û�¬qïèb r§:

dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([ ³r³ r³

èåìÝ��á:

Cxxdxdxxdxxa �� ³�³ �³ 3
3

232)32()
3

22

Cxxxdxdxdxxb �� ³�³ �³ 2828)28()

5- èlĒ¬ĕf§�Č È���Ï§�¬� ìå ¬��å�ò Û�¬q <ïë Ē¨å÷ rë§ § ēl �«ì¹ r§ èb�å�ò Û�¬që�²áï r§èb:

³��³�³ ���³ dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf nn )(...)()()](...)()([ 2121
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6 - èl)(xf ë�)(xgë§ĒÈ����Čēåïë<§ ēl �Ý�¡ Ē§ èb�Č È��� ìå § �¬½ § Ü¹�¡Û�¬čò�å�<ë�²áï èå
 �¬½ § ìåìÝ�¬čò�å� § r§ èÝēæÊñ <èČì� ø� èb ç¬± Ü¹�¡:

dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([ ³�³z�³

Û��á: Ē¬ĕf èl1)( � xxf ë�2)( � xxgïë<ìå:
 Ü¡ÐÝ�:ęáìÝí § ìå�p È��� èbÞâÉ �¬½ò�Â� èò è�±ë«ë ë� ëìl Ôēñ�å�ò Û�¬qëĘë�« ¯÷ èb:

Cxxx

dxdxxdxx
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dxxxxdxxxdxxgxf
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��� �� �
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³³³

2
23
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23
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  Ü¡�:  ̄ ë�¬é §Ē È����å�ò Û�¬q�ĕø�ĕ±ë«ë ë� ëìl è�±�¢á Ü è� ē@ñ   ëì�¬@½ ç¬@±  @ÞÍ�« ¯÷ è@b è@åì�âòÕ ð  ç¬@±
ëìl èÞ�¬b .

CxxxxCxxx

CxxxxCxxCxx

dxdxxdxdxxdxxdxxdxxgdxxf

���z����

��� ���� 
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¬Ą ēl èÞñ�b èbçìµ ç¨æČēfĘìáìåròÖ¡ ��ë�²áï¬Ý èå �Ö.
7-f èl Ē¬ĕ)(xf ë�)(xg çë§�Č È���ēåëï§ èbĒ²Ö� § ìÊ��ì� § ēl �«ì¹ò à § Ü¹�¡�å�ò  Û�¬@q ë�²@áï

r§ èå.¬é §Ē § È����å�ò Û�¬q èÝ Ü¹�¡²Ö�òç¬± àēæÊñ <:
dxxg
dxxfdx
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xf

)(
)(

)(
)(

³
³

z³

Û��á: Ē¬ĕf èlxxxf 2)( 2 �  ë�xxg  )(ïë<ë¬Ý ìå:
Ü¡ ?®� ÐÝ� §:²Ö� § ìå�p È��� § ręáìÝò à § Ü¹�¡�å�ò Û�¬qëĘë�« ¯÷ èb.
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   Ü¡ ?®� � §:  ̄ ë�  §   �¬¦á ë� �«ì¹ §ìå�p È����å�òÝ�¬qèåì�ĕø�ĕ  è�@±ë«ë ë� ëĘë�« ¯÷ èb Ü ē@ñ   è@Þ�¬b ç¬@±
ëìl.
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�å� §òÛ�¬qèÝ¹�¥ò�ìåì¥� èýp èb è¦Ąòæ�²ē ç¬±�ęl è�±�¢á èåìÝ�¬čò�å� Ē¨å÷:
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ÊáäòÛ�¬qò�å�
Definite Integral

 µ §   ìåì�Þ�á èæå§ ðÊÞ½ ěc     è@Éìâ�á ìåì�¡�²á §    § ë� �¨@òb
 ðÊÞ½ ěcµèÝ�ęl èÞ�¬b ēñ ç¬± �¡�²á.

�òÝ�ÊÑ
x §xxf 2)(  § § Ï�¬p È���> @5,2 èb Û�ë¬ýå� ēl §5 n ç«�cÝ Ï�¬p § ë� �ęl à±«æĔ¨å÷�ęl �¨òb �¡�²á î
x§ ēl Ümµ èb Ï�¬pæĔ¨å÷î ìáìl § �¡�²áëë§ ÿæá¬� ìåë§¨É�ë¬bí§.

ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑ îæ�«ìb §ëìå�ò�:
Ðñ¬Ê�:   èlĒ¬ĕf §)(xf    èb È���> @ba ,  Û�ë¬ýå� ï§�â�á ēlrë< § ìå)(xf    È��@� §«ñ  Éì@â�á ã�@âēÝĕâ û@ò

    ēf èÞl è�n�ē�êåñ  è� �Ē§iåsµÉ¬Ñ § ë�ðå�ýìåìÝ�ë¬)( x' sÝ�ë§Ěë� rìÝ è� ¬Ò¹Ē§iåµð§ <)(xf È��� èÝ
ax   ¬� è¦Ąbx   Ē«ìb äòÊá §�å�ò ßìå èb Û�¬qñ§�ĔēæÊñ <ïě:

> @³¦ �   '
 

fo

b

a

b
a

n

i
in

aFbFxFdxxfxxf )()()()()(lim
1

ēfa�å� § è�ò Û�¬qæĔ¨å÷ë� ¨¡¬± sb�å� § è�ò± sæ�«ìb Û�¬q�ë ¨¡¬ñð.

Û��á íęáìÝ: §³
3

1

2 dxx�ęl �¨òb �âòÕ Û�¬qò�å�.

Ü¡:áìÝ ïę §)(xFęáìÝ�ìÞÂá § �ò� ë� ëìl �¨òb È��� îåìl�ü �âòÕ Û�¬qò�å�:

3
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3
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3
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3
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  Û�@�á àñë§:      § ē@f �¡�²@á è@Îé3 y   ë� À@¥x

    èb ÿæá¬� «ì¢á> @4,1�  ��²@¡ r§ «ìº¢á ēl Û�ë¬�å�
ęl�.
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Ü¡:§³
�

4

1

3 dx�å� äòÊáò Û�¬č�²á ÜòÂ�²á çìñ § èb ēf ðòĈ�« �¡¬ĕ�ïěĕl Û¨òÝ ēl Ümµ.

 § �¡�²á ÜòÂ�²á Ē§§ ÜòÂ�²á §»¬É ë�ÛìÁ �¬½ § èÝí§ ïë�²á ç¬± Ü¹�¡.
> @ 1553)1(43  � �� �¡�²á ÜòÂ�²á §

èÝ�å�ò Û�¬q¥� èýp èb è¦Ąòæ�²ēÂ�²á § ç¬±òëìl è�±�¢á ÛëĖ r¨å÷ èb �¡�²á Ü.

> @ 15)1(43]3[3
4

1

4
1  ��  ³

�
�xdx

  àñ«§Û��á:   § ēf �¡�²á èÎé1� xy àòÖ�²á
 ë� À@@¥x  ÿæá¬@@@� «ì@@¢á  è@@b> @3,0å� @@ýë¬ ē@@@l Û�

rĘë�« ¯÷ èb r§ «ìº¢á.
Ü¡:

èÝè¦Ą Ümµ § íęáìÝ ç¬± ēæ�²ĕ¥� èýp èb �ì¥ ðĈ §rìÝáëĘë�« ¯÷ èb �¡�²á �Þ�:

� � 24
2
122

2
1

1  � � A

 §æfìlð�¡�²á �Þ�á��É«èÝ í§ �:> @
2
1)1(

2
1)1(1

2
1

2 � � � A

 §1A ë�2A ìåì�¡�²á §Éìâ�áè�«��É§èÝ ç:5.1
2
1221  � � AA

�å� ïĘìáìå § ēl èÞñ�b èbò�«��É �âòÕ Û�¬qr§èÝ:5.13
2
90]3

2
3[]

2
[)1(

2
3
0

23

0

 � �� � �³ xxdxx

ēæ�Ĉìb
1. §¤á�@@@¦á@@@b è@@@¦Ą Üm@@@µ è«�@@@l@@@ĕ¥�²� ç¬@@@± ēæé@@@Î § ē@@@f �¡�²@@@á è

12 �� xy   àòÖ�²á §    § ë� À¥x  § ÿæá¬� «ì¢á   èb]2,1[  ēl Û�ë¬�å�
Ęë�« ¯÷ èb r§ «ìº¢á�.

2. §2)( xxf   È��@@� §æĔ¨@@å÷ìòÂ�²@@áòìåìÞ�¡�²@@á § ë� è@@Éìâ�áìbì@@òæ�«²@@á�ÞòÂ ìåì §
 �¡�²áèÉìâ�áèb> @1,0å�ýÛ�ë¬ § ēl4 në�« ¯÷ èb ç«�cÝ�Ę.
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 §äòÊá·�ì¥ Û�¬qò�å�
Properties of definite integral

M  �ñ     § ēf ìµ í÷ìläòÊá¬òÍ �å�ò    è¦Ą ìåëęqå�Ā § Û�¬q
¥� èýp èbòá ç¬± ēæ�²ęl ç«ìb ēmñĘ� ¤á�¦ë.

�òÝ�ÊÑ

x §¦
 

4

1

23
k

k�ęl ��²¡ èÉìâ�á.

x §³
b

a

dxx § Û�¬qò�å� �âòÕ §> @1,1��ęl �¨òb ēl Û�ë¬ýå� èb.

x §³ �
2

0

)31( dxx�±�¢á Û�¬qò�å�è�ęl.

«ìb §æ�ðëìå�ò� ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑ:
 æòĀ §       á� ç¬± ìÝìl È½ë èb �âòÕ § è�±�¢á ìåìÝ�¬qò�å� ì       ï¬@Ý è@å ã�@má� ē@ñ ē@æòĀ ë� ï¬@Ý ã�@m<    �¨@òb �@ò�Ę� è@� Ē§
ïěĕl<¬� ìĄÊáäòëęl �ì�� Û�¬qò�å�.
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Û��á:³
4

3

dx� äòÊá�åòęl ��²¡ Û�¬q�.

Ü¡:³  �  
4
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4
3 134][xdx

2. èl§)(xf§ È���],[ ba èbÛ�ë¬ýå�ēl Û�¬qò�å�ìæáë småï ë�k<ïë §¨É ðÖòÖ¡ ���� ìñēf ë¬Ý ìå:
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dxxfkdxxfk )()(

�ì��:  èlĒ¬ĕf  §> @ba,Û�ë¬ýå�  §ix<ni ,...,2,1    èbn  ì¥¬� ïë�²áëë @Ĕì¶< @å  Éì@â�á § ã�@âñ« § ìē ë�
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Ü¡ : § íęáìÝí«ìÝ ďĕl § è�±ë«ë ë� Û�¬qò�å� ēòĈëìl è�±�¢á Û�¬čò�å� �ì¥:
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11-¾ñìÊ� èbēÖñ¬Á ðèåìòå Û�¬qò�å� ç¬±
 _M     �å� ¤á�¦á ēf �µ í÷ìl �ñò�å� äòÊá�å § Û�¬qò  Û�¬@č
èÝ èb è¦Ą ì¹�ì¥«�l�ęl Ü¡ ç¬± ēæ�²ĕ¥�.
 _   í÷ìl îµ èå èl<   � § ìå   Ē¨å÷ «ª ç§�Ñ�  çì@ñ èb  Ûì@¢�á

  ç¬±    ë� �ęl »ìÉ �ò�   ē@f �@ñ�ëë ë� �ęl ��²¡ èÎé  è@b
�å�òēl Û�¬qìÝìl È½ë §�§ èÖñ¬Á èb èĄ ßìåïěĔ§�ñ.

�òÝ�ÊÑ

x §³ �
4

0

12 dxx ēl Û�¬qò�å�¨å÷ «ª� §Ēèb ç§�Ñ�u ç¬±»ìÉęlğ.

x §uë Ô�¶áð²òå § ë�dx�ęl �¨òb �âòÕ.

x í§ Û�¬@@qò�å� äò@@Êá ì@@ñ Û�¬@@qò�å� íĘì@@áìå ē@@f è@@qå¬Ą<§ ì@@å12 � xuē@@l è@@Ý§�Êá è@@b§0 x

ë�4 xÕò    �å� § ë� È½ë èåì�âò  Û�¬q  èåë§¨¡  §u   è²æ� èÝ ¯÷ èb <rĘë�«è�±ë«ë �âòÕ Û�¬qò�å� §

 è�±�¢á�ęl   .

èÝæ�«ìbðè¦Ą �òÝ�ÊÑ¨å÷Ēëěĕ±« è� ēÞñ�b:

  èl§)(xfÈ���èb> @ba ,  ēl Û�ë¬ýå�  Ô�¶á småì@æá   <ïë)(xgu   ë�)()(' xfxF     ç¬@±   ¼ñì@Ê�

ēf èqå¬Ą <ðµdxxgdu )(' í§<èÝìµ íømòÝ è¦Ą Ē¨É�Õ ï¬òāå :
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Ü¡ :èb ç§�Ñ� èæå§ ¯ìÕ §uëìl »ìÉ:
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x §³ � dxxx 132 Û�¬qò�å�¨å÷ «ª� § ēlĒ ç§�Ñ� §u èb¼ñìÊ� ç¬± Ûì¢�á�ęl.
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xèÝ § è¦Ą è�«ìbCxF �)(ÞÍ�« ¯÷ èbð È��� ë� �²òåë Ô�¶á è¦ĄèÝ ¯÷ èb È��� îåęáìÝ è¦Ą ēÎé
�Ęë�«.

ðæ�«ìb èÝ è¦Ą �òÝ�ÊÑĒ¨å÷ èÞñ�bðĀ�« ¯÷ èb:
   § èl)(uF  È���§)(uf  ïë È��� îåęáìÝ<   §)(xgu    §á      çìñ ç¬± ¼ñìÊ� èb Ûì¢�  èÞ� È��@�     ÜÖ�²@á ē@f

 ēñ Ûì¢�áx ë� ï¬Ýë Ô�¶á ï§�â�áèÝï¬òāå èb è¦Ą Ē¨É�Õ«�l¥�òë¬Ý ç¬± ēæ�²:
duufdxxgxgf )()())(( ³³  c

íęáìÝÛ��á:dx
x

x
³ � 241

 Û�¬čò�å��ęl ��²¡.

Ü¡:¨å÷ «ª� §Ēèb ç§�Ñ�uëìl »ìÉ ç¬±.
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ēæ�Ĉìb
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12-�Ϫ̡ðâ²Õç¬± ēÖñ¬ÁÛ�¬qò�å�òåèåìIntegration by Parts

 ì@@Ą �@@ñ ëë§ è@@b ç¬@@�¡ çì@@ñ ē@@l �@@¥ë è@@b ´@@Ĕë ïë¬@@�¡ §
  ïěĕl Ü¶Ĕë ë¬�¡ .�     @µ í÷ì@l �@ñ  «÷ �§ �ç)³ë« (    ë«ì@å è@b

 ēl ìå�òµ< èmÝ :�ěĕ        èl ìæñëë ēl ë«ìå ë� èqµ <ç   ��ì@Ā ì@é
<ïëïěĔ§�ñ èá�å èb èĄ § ç«÷ �§ ìå.

�òÝ�ÊÑ

x §³ �12x
xdx�ęl Ü¡ èÖñ¬Á ð¾ñìÊ� èb Û�¬qò�å�.

x §³
�

�
1

1

32 13 dxxx Û�¬qò�å� �âòÕ�ęl �¨òb èÖñ¬Á ð¾ñìÊ� èb.

xM÷ìl �ñµ í� § ēfxdxx sin2³ èÖñ¬Á ð¾ñìÊ� èb Û�¬qò�å��ęl Ü¡.

èÝæ�«ìbðëěĕ±« è� ēÞñ�b Ē§ è¦Ą �òÝ�ÊÑ:

§dxxgxf )()(³     ēl Û�¬qò�å� èb)(xf ë�)(xg ë§Ē   småìæá Ô�¶á ēå�p È���    ì@ñ ē@f ï§ç è@Ý @Þ�ē  § ç¬@±

  ïë Ęë �¬½    ì¥ <ïë èå �ñ         í§ è@å «�@l èå�±� ēñ è�±�¢á Û�¬qò�å� §<  è@l Ē¬@ĕfuxf  )( ë�vxg  )(   È@½ë

ëęl<Ô�¶á Ü¹�¡ �¬½ §ë�²á ēñïèb:uvvuvu ��� � '')'(r§.

èÝæ�«ìbĝè¦Ą ēÂ��«uv �'²òå Û�¬qò�å� è¦Ą Ï�¬Á� èÝë� ëĘë�« ¯÷ èbì:

vuvuuv �c�c� �c )(

³ ³�� vduvuudv  ZËdxvuvudxuv³ ³ �c�� �c

æ�«ìb ēfĝ § è� ēÂ��« äòÊá¬òÍðñ�ë èÖñ¬Á ðâ²Õ èb Ûìá«ìÑ Û�¬qò�å�.

   § èlu   ë�v�Č È���ēå èb> @ba, Ðñ¬Ê� ēl Û�ë¬ýå�ìµrïë<¨å÷ĒÛìá«ìÑ §áÊäò  ðâ²@Õ èb Ûìá«ìÑ Û�¬qò�å�

ç«÷)èÖñ¬Á(ïěĕl ÜÞ�.
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ßëìáë¬l
Ćìb ē²�é §

è�²é

 ´Ĕë ÛìÞ± § «ìá §Ēìµ Üòb

http://www.abbyy.com/buy
http://www.abbyy.com/buy


166

íęáìÝÛ��á:§³ dxxxsin�ęl �¨òb Û�¬qò�å�.
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§ðl¬cĄ àêámüð
  §«ñ èÉìâ�á ã�â:½¬Ñ § ëì)(xfy   È���  è@b],[ ba   Û�ë¬@ýå�   ï§�@â�á ē@l  � ë�¬Ê @ñ   rì@µ Ð§ ë� ïë

ēÎé    § ēf �¡�²á ēò¡�åx     § ë� «ì¢á)(xfy     ðæ¢æá        è@å ìåìÞmµ ð±¨æé èb ēf í§ ÈÕ�ë ÿæá¬�
ęl è�±�¢á <í÷¨ĕÝ¨� ðµë.

  §],[ ba  Û�ë¬ýå�  èbn Â�²áò  ²Ö� ìå ìÞò   § ēf èqå¬Ą ëìâ  Â�²@á ¬éò     § »¬@É Ü)(
n
abx �

 '  @Â��«ē

    ̄ ÷ èb è¦Ą  ðĀ�«  Â�²á § ë�òìÞ     r§ �«��É ÛìÁ ìå  §Õ È���òé àé èb �â èÎðmüēl Ē¨å÷ èb ēÞ¹�Ñ �§ <
ï§ ÛëĖ:

 § ë�Â�²áòìåìÞ § èåìÝ�ë¬ýå�ni ,........,3,2,1 ï§ ÛëĖ Ē¨å÷ èb ç«�cÝ:

bxxiaxxaxxaxax ni  '� '� '�  ,...,,...,2,, 210

> @ > @ > @ > @nnii xxxxxxxxxx ,,...],,[,...,,,,,, 11322110 ��

   § èl÷æĔ¨å ìÞòÂ�²á ìòìå    èb �¡�²áxxf i '� )( 1         è@b �¡�²@á ìåìÞòÂ�²@á ì@òæ�«ìb § ë�xxf i ')(  Û§ì@Ĉë
ðµë� §ïìµ «ìº¢á¢Â±ēèb �¡�²áA<ìòĈëìåēf ë¬Ý:
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á�åÊäò èåìÝ�¬qò�å�:  èlĒ¬ĕf   §)(xf   È���èb> @ba ,    ë� Ðñ¬Ê� ēl Û�ë¬ýå�)(xF §)(xf   ĝåęáì@Ý çì@ñ
 ïë È��� .  §CxF �)( ēf û± ìÊ��ì�c  äòÊá¬@òÍ § ïë §¨@É ���� ìñ      ē@±�§ ë� ïěĔ§�@ñ è@á�å è@b Û�¬@č�å�

ïěĕl ÜmòÝ:³ � CxFdxxf )()(
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0)(,
)(

)(

)(
)(

)()()]()([

)(...)()()](...)()([

)()()]()([

)()(

2121

zz

�z�

��� ���

r r

 

�  

³
³³

³³³
³³³³

³³³
³³

³³

xg
dxxg

dxxf
dx

xg
xf

dxxgdxxfdxxgxf

dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf

dxxgxdxfdxxgxf

dxxfadxxfa

Ckxdxkkdx

nn

http://www.abbyy.com/buy
http://www.abbyy.com/buy


168

áäòÊÛ�¬qò�å�:§)(xf   È���  §«ñ ēÉìâ�á ã�â Ýĕâûò    èb è�> @ba , å�ý     ēf èÞl ēl Û�ë¬n �ē�êåñ   è@� �
Ē§iå µ   § ðx'  ìåìÝ�ë¬ýå� ðÉ¬ÑÝ�ë§Ěë�î   å è� ¬Ò¹i§Ē ïěĕl ēf §)(xf  È���äòÊá�å�ò  Û�¬@q §ax  

 ¬� è¦Ąbx   Ē«ìb ßìå èbñ§�Ĕěï.
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 Û�¬qò�å� § Ô�¶á ë�èò¾Õ ð±�±� íęáìÝ:
 èlĒ¬ĕf §)(xf È��� èb> @ba,å�ýÛ�ë¬§�â�á ēlïïë ë�x§ èbĒå�ýë Üá�µ ēl Û�ë¬<ïf ë¬Ýē:

³ 
x

a

dttfxF )()(

  § ēf èqå¬Ą)(xf  èb È���> @ba ,å�ýÛ�ë¬         ¬é § ìå <ç§ Ęë Ô�¶á § ēl> @bax ,�   ç«�@cÝ)()(' xfxF  

§í.

 Û�¬qò�å� § Ô�¶á ë�èò¾Õ ð±�±� èâñë§:
x  èlĒ¬ĕf)(xF § È���)(xf   èb È��� îåęáìÝ> @ba,           ē@l �«ì@¹ Ē§ èb <ïë ï§�â�á ēl Û�ë¬ýå�

ēf ë¬Ý:

)()()( aFbFdttf
b

a

� ³
x  è@l)(uF§)(ufåęáì@@Ýî  È��@�ïë ë�è@@Ý)(xgu    Ûì@¢�á ç¬@@±  ¼ñì@Ê�@@µ ð  ē@f ÜÖ�²@@á

 Ûì¢�á ēñx ë� Ô�¶á ï§�â�áëï¬Ý .èÝ¬òāåï è¦Ą Ē¨É�Õ èb «�lë¬Ý ç¬± ēæ�²ò¥�:
duufdxxgxgf )()())(( ³³  c

x  è@@@l)(xF  È��@@@� è@@@b> @ba ,   Ô�¶@@@á ē@@@l Û�ë¬@@@@ýå� måì@@@æáð ë� ïë)(xgu  è@@@@qå«�¨âé
èÝ)()(' xfxF      ē@f è@qå¬Ą <ð@µ ¼ñìÊ�  ç¬±dxxgdu )('     Ē¨@É�Õ ï¬@òāå è@Ý <í§

ìµ íømòÝ è¦Ą :

duufdxxgxgf
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)()())((
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³³  c

x  §³ dxxgxf )()( �å�ò ēl Û�¬q)(xf ë�)(xgë§ Ē  ðmåì@æá Ô�¶@á  �@Č È��@�ēåëï  ē@f  è@b

  ïë èå �ñ ë� ïë �¬½ § Ü��Õ ēl ÿæá Üc¥<ì¥ §��åò  �@±�¢á Û�¬@qè  ē@ñM å�@±è  í§ è@å «�@l<  è@l
Ē¬ĕfuxf  )( ë�vxg  )(  ðµ »ìÉ ç¬±<    �¬½ Ü¹�¡ § íìÎé § @á Ô�¶ @�É í§ �«�

èÝ:

uvvuvu ��� � '')'(
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«ìb èÝ ðæ� è¦Ą ēmñĘ�uv �'Ęë�« ¯÷ èb èÝ ë� ë ëë�ì¥ ëĘ�ë§�å� è¦Ąì²òå Û�¬qò:

³ ³�� vduvuudv  ZËdxvuvudxuv³ ³ �c�� �c

f § è� ēmñĘ� í¬ò¥� ē äòÊá ¬òÍ�å�òb Ûìá«ìÑ Û�¬qðñ�ë èÖñ¬Á ðâ²Õ è.
x § èlu ë�v ēå�p È���èb> @ba ,      ïë íì@µ Ðñ¬Ê� ēl Û�ë¬ýå�  ̈ @å÷Ē Ûì@á«ìÑ § <  äò@Êá�å�ò  Û�¬@q

 Ûìá«ìÑ èbç«÷ ðâ²Õ)èÖñ¬Á (ïěĕl ÜÞ�:
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 §ēæ�Ĉìb ðl¬cĄ
1-Ē¨å÷ §Êáìæò ìåìÝ�¬qò�å��âòÕ�ęl �¨òb.
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 § àāæbēæ�Ĉìb ðl¬cĄ
Ĉìb Ē¨å÷��ęl Ü¡ ēæ.
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2ln()(

�
�

 
x
xxf §È���l �¨òb Ô�¶áę�.
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3. §xxy 22 ęl �¨òb Ô�¶á È����.

4. §3log)( xxf  ęl �¨òb Ô�¶á È����.
5. èb èåë¬²l Ē¨å÷ ðâ²Õ ìåë¬²lèñ®���ęl.
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ðæ¢æá §èÂ±�ìb ìå�Č §«ìº¢áìµïè�±�¢á �¡�²á § ē¢Â±
Accounting of area bounded by one curve

 �¦á §    �¡�²á Ümµ ¤á  ēf   è¢Â± çìñ ìñ §Ē  ð@æ¢æá
      ì@µ Ûę@� èÂ@±�ë èbĒ  ç¬@ñ�§ç§. § @á   s@ñ Ûì@á«ìÑ �¡�²

�±�ñëë .

�òÝ�ÊÑ
§21 xy � �²@@òåë ēl ß�b èb È���.
xÈ��� §ðå�¬¢�)Critical Point (ðmü§ ë�x ç¬± «ì¢á § ÈÁ�Ö� ðmü �¨òb ë� Ï�¬p ēñ�ęl à±«.
x §21 xy �  ë� È���xì¢á ē¢Â± § ÿæá ¬� « §�¡�²á�âòÕ�ęl �¨òb è�±¬á èb Û�¬qò�å� §.
x�òÝ�ÊÑ îæ�«ìb§xxy 22 ��  È��� ç«�cÝ �ęl «�¬m� ë�§ ë� ðæ¢æá §x § ÿæá ¬� «ì¢á «ìº¢á

µì í�¡�²á�ęl è�±�¢á.
 èÝæ�«ìbð ēÞñ�b Ē¨å÷ è¦Ą �òÝ�ÊÑðĀ�« è�±÷:

 _)()()( aFbFdxxf
b

a

� ³ Û�¬@@@čò�å�  ē¢Â@@@± Ēì@@@ñ § § �¡�²@@@á �@@@âòÕ  ē@@@f ðò@@@Ĉ�«

§)(xfy   § ë� ðæ¢æáx § ë� «ì¢áaxbx   , § ¨æ��« �ì¥ èÝ ìĈ¬l)«ìº¢á(í§.
 _   § èl)(xf   È���  èb> @ba ,  îÝę�å�   Û�ë¬@ý     ē@æÊñ <ïë ï§�@â�á ë� �@��á ē@l0)( t xfy  Ē§ è@b

 ēl �«ì¹)(xf   Ï�¬p È���   § Ü�x        è@l ë� è@��ì¥ è@�«ìb «ì¢á0)( d xfy      �@Ý�¡ Ē§ è@b <ïë
 ēl)(xf Ï�¬p È��� §x è��ì¥ Ē¨å÷ «ì¢áç§ ÈÕ�ëÒæá ë�ðí§.
 íęáìÝÛ��á: §24 yx �  § È��� ë� ðæ¢æá§y § «ìº¢á ÿæá ¬� «ì¢á íìµ�ęl �¨òb �¡�²á.

o
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Ü¡: íęáìÝ § ðå�¬¢� È��� § ë� ðmüy § ç¬± «ì¢áÈÁ�Ö�mümµ ēñ è�±ë«ë <ëìl �¨òb ðëìâ±« Ü § <
ì²òå Ô�¶á È��� § íęáìÝ ç«�cÝ ìÝìl �¨òb § ðmü ðå�¬¢� ë� ëìl ïë�²á ēñ ç¬± ¬Ò¹ èÝ ë�èÝë«ì¢áìå § ç¬±

ÈÁ�Ö�ëë¬��¬� ç¬± ¬Ò¹ èÝ È��� ç«�cÝ ìÝĘë�« ¯÷ èb § ìmü.
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    § ēf èqå¬Ą24 yx �     èb èÝ§�Êá> @2,2�Û�ë¬ýå�    ¬Æå ēlx           § ì@å <ï§ ¬Å�@æ�á ð@mü çĘ�ë§ è@� «ì¢á
¨å÷ èb ��¨¡¬± �¡�²á § Û�¬qò�å� § <ç¬± ìÝìòå ēl ß�b èb �¡�²á ðñ�âåëĘë�« ¯÷ èb ÛëĖ Ē:
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Ü¡:   § ìµ «ìº¢áĒ ¢Â±ē   §ìÞl�ü �¡�²áå�¬¢� ręáìÝ ç«�cÝð @müð§ ë�x  è@Ý «ì@¢á  ç¬@± §  ÈÁ�@Ö�
 ðmüb èëĘë�« ¯÷.
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 àñ«§Û��á: §32 � xy Ï�¬p È��� §x èÝ¨æ��« è¢Â± çìñ ç¬± «ì¢áïë< �¡�²á ē¢Â± Ē§ §
�¨òbl�ę.

Ü¡:ìÞl�ü § ē¢Â± § íęáìÝ ë� ëìâ±« Ï�¬p È��� § ç«�cÝ�� §mü ðå�¬¢� È�ðmü ÈÁ�Ö� § ë�ðĘë�« ¯÷ èbë:
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  ß«ìÞĄÛ��á:  §xxy 32 �   È���  Ï�¬@p   ë� ð@æ¢æá § à@±«x     ē¢Â@± § ÿæ@á ¬@� «ì@¢á   è@b �¡�²@á
> @4,1� Û�ë¬ýå�l�üë ēl�.

Ü¡: ë� îmü ðå�¬¢� ðæ¢æá § íęáìÝ èÝ èÝ ìåë«ì¢á § ç¬±ÈÁ�Ö�müðëìl �¨òb:
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àāæbÛ��á: §xxy 22 �  ë� ðæ¢æáxæá¬� «ì¢á�¡�²á ÿ §]2,1[� ēl Û�ë¬�å� èb�ęl �¨òb.
Ü¡ :áìÝðmü ðå�¬¢� íę § è�±ë«ëx èÝmü ÈÁ�Ö� § ç¬± «ì¢áðëĘë�« ¯÷ èb:
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 ÈÁ�Ö�ç§ ÛëĖ Ē¨å÷ èb.

2,0
0)2(

02,0

21

2

  
 �

 � 

xx
xx

xxy

   § ðæ¢æá ēf èčå¬Ą]2,1[� èb Û�ë¬@ýå�  ē@l è@Ý ̈ @�á� ¬ò� è@¦Ą @Ĕ ë� ïě §  ð@æ¢æá  § è@¥¬� çì@ñ]0,1[�  è@b
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ēæ�Ĉìb
1 - §xxf sin)(   § ë� ðæ¢æáx¢á �¡�²á ÿæá ¬� «ìèb]2,2[ SS� Û�ë¬ýå� ēl�ęl ��²¡.
2 -§13 � xy È��@@@@� ë� ð@@@@æ¢æá1 y<2 y

 �¡�²á ÿæá ¬� ìĈ¬lë�l�ü.
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ë§ §ë«ìº¢á ÿæá ¬� ìå�p ðæ¢æá ìñìµ§è�±�¢á �¡�²á
Accounting of area bounded by tow curves

m@@@@@@µ Ē¨@@@@@@å÷Þ  § �²@@@@@@òåë ē@@@@@@l ß�@@@@@@b è@@@@@@b èåì21 AAA � Ý�ìâ@@@@@@± § ē@@@@@@mñĘ�ð  è@@@@@@Ą çĘ� è@@@@@@b
ë�µ íøñ.

�ÊÑÝò�
 § èl2

1 1 xy � � ë12
2 � xyēå�p È���ïë íìµ Ûęl�«.

x §21 yy   § è¦Ą ēÂ��«x�Ęë�« ¯÷ èb �âòÕ.
x¯÷ §è��ęl à±« Ï�¬p íìÎé § ç¬± ìÝìòå ēl ß�b èb ìåì�âòÕ ìÞÍ�«.
x  ē@f èčå¬Ą§1y �@�  Ï�¬@Č È�§2y    í§ Ęì@Ý è@¦Ą Ï�¬@Č § È��@�<  ì@å §  ìå�@p È��@�   Ô@ñ¬Ò� § Û�¬@qò�å� §

Ü¹�¡)( 21 yy � §x íìµ Ül�ü èbÛ�ë¬ýå��ęl ��²¡ ēl .
x  § �òÝ�ÊÑ íĘìáìå2xy      § È��@�¢æá  ë� ð@æ2� xy  §      «ìº@¢á § ë� �ę@l «�¬@m� ç«�@cÝ ē@Ĉ¬lĒ

ìµï�ęl ��²¡ �¡�²á ē¢Â±  .
ðĀ�« è�±÷ ēÞñ�b Ē¨å÷ è¦Ą �òÝ�ÊÑ îæ�«ìb §:

 _ èlĒ¬ĕf §)(1 xfy  ë�)(2 xgy  á ëë§æðæ¢ ìå�p     è@b ç«�@cÝ ē�@±�¢á § ē¢Â@± ïìµ «ìº¢á §
 «ì¹ èÎé    ēf ēl �)()( xgxf !ïë  ē@æÊñ <   §)(xf    § Ï�¬@p È��@�)(xg     è@±�b§ È��@�  ïë È@Õ�ë<   ì@å

            è�±ë«ë ëìl �¨òb ðmü ÈÁ�Ö� § ìå�p ðæ¢æá ëĘ�ë§ § íęáìÝ     ë� ðæ@±�b § æĔ¨@å÷  § ð@æ¢æá ðx   ç¬@± «ì@¢á §
 èb �¡�²á],[ baëìl è�±�¢á ēl Û�ë¬ýå�:

> @ ³³³ � � 
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxfA )()()()(

AAA  � 21

http://www.abbyy.com/buy
http://www.abbyy.com/buy


208

 _ èlĒ¬ĕf §)(xg § Ï�¬p È���)(xf § È��� Ï�¬p è±�b§ēf ë¬Ý ìå <ïë ÈÕ�ë:
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  íęáìÝÛ��á: §22)( xxxf �  ë�2)( xxg   æ¢æáð   ìå�p   ìåìÑ�¬Č §   § ÿæá¬�ē�¬b   �¡�²á ē¢Â±
�ęl ��²¡.

Ü¡:ÈÁ�Ö� § ìå�p ðæ¢æá ëĘ�ë§ § íęáìÝëìl �¨òb îmü :
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  àñë§Û��á: §26)( 2 �� xxxf È��� ë�xxg � 2)(  ē@Ĉ¬l    ÿæ@á ¬@� ì@åìÑ�¬Č § § ē@�¬b  ē¢Â@±
�ęl ��²¡ �¡�²á.
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æ�Ĉìbē
1 - §2xy  � ëxxy 42 ��  ìå�p ðæ¢æá ìåìÑ�¬p §á ¬� ÿæ §ē¢Â± ē�¬b�ęl �¨òb �¡�²á.
2 -§222 � xy ë� Ûì��«�b5� xyēĈ¬lìåìÑ�¬p §�ęl ��²¡ �¡�²á ē¢Â± § ÿæá ¬�.
3 - §622 � xy ë� ðæ¢æá1� xy ēĈ¬l ìåìÑ�¬p § �¡�²á ē¢Â± § ÿæá ¬� è±�¢á�ęl.
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 § Ï�¬ČÝ è ēÞÍ�« ¯÷ èb § è¦Ą ã�«ë§�à�¡ à²
Accounting of rounding things Volume

 ìåìâ²� § Ümµ ¤á�¦á § ìåìâ�¡ § ÿæá ¬���²å �¨òb
�ęl.

        ëë íęl �¨òb à�¡ ìåìâ²� § ìá ēl ìòqÝìü ìòæm¦á èb.è�¬b     ð@Þæá ð@µ �ì@�� è@åìÝìá«ìÑ íìÎé § ēf Ē§ èÝ  ì@á
 ¯ë� ì¥ <ëëà�¡ § ìåìâ²� §ìÑ § èåìÝìá«äòÊá�å�òì�� ç¬± ēæ�²ò¥� èýp èb è¦Ą Û�¬q�ìë.

�òÝ�ÊÑ
x¾Ñ èb èĈ¬l çìñ ë� îmü ìñ�ïë ÈÕ�ë ēl ÿæá èb ēĈ¬l § îmü ēf �²òåë ēl ß�b èb ē±�§ ēl.
x    ìñ § ēf à²� èÎéĒ    ēĈ¬l ēâòÖ�²áèÝ     �ì¥ë�@µ èb ðmü çìñ § è¦Ą ã�«ë§  è@Ý   è�@±ë«ë ë¨@ĕ¥¬Ą ïěĔĘì@�<

�Þ¥�ë ēñ ßìå.
xĘìáìå §ëì�ì�� èqæĄ èÎé ēf �ñ�ëë ë� �mòÝë Ûìá«ìÑ à�¡ § à²� í.

æ�«ìb §ðëìå�ò� ē±�§ èÞñ�b �òÝ�ÊÑ:
x  èlĒ¬ĕf   §)(xfy     È��� ï§�â�á  §   �¡�²@á ðæ¢æá

 ¬Æå)(aÜmµè�

 §ax  � ëbx   ì@@Ĉ¬lá ë�  è@@b ð@@æ¢æ  «ìº@@¢á èÂ@@±�ë

 ë íìµ         ðæ¢æá § È��� ðæ�«ìb § ēf à�¡ à²� èÎé § ìå <ïèÝ

    § è¦Ą ã«�ë§x     �ì¥ë�µ èb «ì¢á     èå�ì�@±� B�@�ñ¬Ö� ðĀ�« è�±÷

ñēï¬Ý Ümµ< § èmÝ)(bÜmµ.
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  ēñ Ç�Ò�«� ēfabx � '    �ì�±� Ē§ § ë� ç§             ē@f ç§ Ēì@µ ç«ìº@¢á èÂ±�ë èb Ümµ ïë¬ñ�§ §  Â± ēå

  Ē§  ì¢Â±        ¬@Æå �¡�²@á Ē¬@ñ�§ § ē@f ëěĕéì@b ë� ð@ñ�ë ÈÂÖá è�x @¢á è@� «ì2)( rxA S § Ē§§ ë� í

 Ç�Êµ ÈÂÖá § ç¬± ì�l èb è� Ümµyç§ ï�ìá ç¬± «ì¢á< ìåry       ¬@Æå ē@ñ Ûì@á«ìÑ à@�¡ § ë� ïěĕl
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èqå¬Ą¨É�Õ ¿ë¬¦á § ēfç§ ïë¬ñ�§ç �¡�²á Ē¬ñ�§ § <2rSēf ë¬Ý <í§ :
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  íęáìÝÛ��á:  à²� èÎé § à@�¡  § ē@f2xy   ë�1 y    ÿæ@á ¬@� ē@Ĉ¬l  ē@�¬b   ã�«ë§ § �¡�²@á ïì�²@á
 § è¦ĄyðĀ�« ¯÷ èb «ì¢á èb<�ęl �¨òb.
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à�¡   §)(xf ë�)(xg      § ë� ìå�p ðæ¢æáax    <bx      � ÿæá ¬� ìĈ¬l  ïěĔĘìèÝ  Ē¨å÷  è�±÷ è¦Ą ēÂ��«
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§ ēf Ûìá«ìÑ à�¡ § ðå�ì�±� ēÎé §)(xgÈ��� Ï�¬p <{)(xfÏ�¬p è¦Ąïë ÈÕ�ë è�«ìb.
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è�±�¢á îÝ�ëĚë� § ¯ìÕ §
Accounting the Length of Arc

 èčå¬Ąr÷ìl ¤á�¦á § sf ìµ ïębĚë�§>ëęl �¨òb sÝ�ë

�òÝ�ÊÑ

x    ²ò± èb ì��º�¦á ìâñ�Õ §�    § ēl à)(xfy   È���  èb> @ba ,  Û�ë¬ýå�  ēl    è@� ē@Îé ë� �²òåë ēl ß�b èb
�

AB

ëēñ�ë<íĘìáìå èb È��� ēf ē±�§ ë� ï§�â�á ēl èÞ¹�Ñ § Ô�¶áĘëïë.
x §> @ba , Û�ë¬ýå� § ë� ì¶ñë ì¥¬� ïë�²á ìñ«§ èb1x ë�2x èb îÝ�ë§Ěë� ¯ìÕ §1M ë�2MìòĈ.
x  §1M  èÝmüð  ìñ è¦Ąç     § èĈ¬l èüìü2M     ì@ñ ë� ðmü èbç    è@Ĉ¬l è@Þ�<      ë� ëìâ@±« è@Ĉ¬l ¤á�@¦á è@b ē@Îé § §

Ĉ¬l èüìü ëĘ�ë§ § <ì ÈÁ�Ö�müîH�ìáìåë.
x  §HM1  §    è� ēÞ¹�Ñ ēĈ¬lx'ë�HM 2 è�y' ðñ�ëë� §21HMM §    �@Þ�á è@ñë�®Ý� àñ�@Õ §  ¤á�@¦á

 îÝ�ëĚë� ¯ìÕ �«ìÍ��òÑ § ēò¾Õ §è�±¬á èb�ęl ��²¡.
æ�«ìb èÝðìµ í÷ìl è¦Ą �òÝ�ÊÑēf §21HMM § �Þ�á

�ì�� ē±�§ îÝ�ë§Ěë� ¯ìÕ ¤á�¦álëę.
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ēæ�Ĉìb
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Ûì¢�á�¬
�l

x

x

x

y

y

y

5 AS

10 BS

A

B

50  BA xx

50 Cx 80 Dx

C D

10 CS 10 DS

E

10 ES

F

5 FS

50 Ex 80 Fx

http://www.abbyy.com/buy
http://www.abbyy.com/buy


236
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   �¡�²á Ē¨å÷    ðæ¢æá çìñ §   è¥¬� çìñ § Û�â�¡� Û�á«ìå ēf   í÷ì@l ë� ï¬@Ý �±�æ� àòÖ�²á ç¬± Û�â�¡� èÝ
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xxz �
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  §x  Ûì¢�á      § ēf �¡�²á Ē¨å÷ ðæ¢æá1xx     ÁY2xx     í§ ÈÕ�ë ÿæá¬�<   §z  Ûì@¢�á è@Ý  ð@æ¢æá
  �¡�²á  ç¬±f   § ē1zz    ë�2zz    ÿæá¬�è��¬b§ ïë�²áï .    ē@l è@Þñ�b è@b ÷ì@l   ē@f ì@µ í  § Û�@á«ìå §

  Èñì�  Ė«ėæý±            ¯÷ èb ç«�cÝ �âòÕ èæmâá ¬é § Ûì¢�á èb�Ą�å § Û�â�¡� Èñì� Û�á«ìå § ç¬± ìÝ¬Ý èb Ûë¨� §
ìµ í�Ęë�«.

§       Û�â�¡� Èñì� § Û�á«ìå Ė«ėæý± ë¨� §   Û�âÊ�±� § Û èÝ«÷ Ē ì@µ í÷ìl<    ëę@l  ò@½ì� ÛëĖ ė@æÝ è@b .  è@Îé
  Ûë¨�  ēf      í§ îÞÍ�« ēl í�b èb �±ìÝ Ē§§< ± §   ̈ åëĘ� Èñì� Û�á«ìå Ė«ėæý èb   ï¬@Ý ãëė@p ē@l ì�÷�â�¡� .

   Ûë¨� Ē¨å÷   �±ìÝ Ē§§     Ûë¨� § è¥¬� çìñ  r�bðòĈ�«<     í§ íì@µ Ü@mòÝ è@±�b§ Ûë¨@� § ēf ß�Õ«� èÎé<
   ēf ðòĈ�«z  ���á §ì        mü ¬Ò¹ èÝ �¡�²á Ē¨å÷ ðæ¢æá § ēf í§ íìµ àòÆæ� ç«�cÝ ìåë«�¨Öáð  ¬@� è¦Ą

zðòĈ�« Ē«ìb.
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    èl ÛëĖ èb Û��á §Ē¬ĕf56.1 z ìÝ ïë   èÎé íęá¬Â±   ēl èÎé èb ēf �ęl �¨òbz §5.1 èl <í§ Û§�Êá
Ē¬ĕf             è±�b èÝ ēf ïěĕ±«ë è� ãì�± èÎé ìĄ ¬� <ìµ Ę÷ ¤á¬b ðÝ�ë§Ěë� èb ēĈ¬l Ē§§06.0  íì@µ ÜmòÝ
è@@Ý í§9406.0 ē@@f ëě@@ĕl ¤á�@@¦á ç¬@@± §¨@@É@@æ¢æá §ð¨@@åëĘ� Ē¨@@å÷ §Ēè@@Ý ē¢Â@@±0 z ¬@@� è@@¦Ą

56.1 z§ Ē«ìbēf ìµ íømòÝ ìå <í:9406.0)56.10(  dd ZP

Û��á íęáìÝ: §ìÞĉĄ)ē��µìå (ìµ àòÆæ� ē±�§ ç�q�±§ ìÝìlĖ § ìåìÞ�ì� §Ē èl <ç§952ðÞá è��µìå ¬ýòÝ
�ì� èb À±ë� Èñì� Û�á«ìå § ēf ã�®òá ē��µìå Ē§§ ïìf�ë ēl Üēñ952ðÞá Ï�¬¢å� ï«�òÊá ë� ç¬ýòÝēñ

4ðÞáí§ ç¬ýòÝ . § Ü�ì� ēf Û�â�¡� Ē§§952 ë�956ðÞáí§ ç¬áìĄ <ï¬Ýë è��µìå ÿæá¬� ë¬ýòÝ.
Ü¡: íęáìÝz §xëìl �¨òb è²æ� èÝ:
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 § ¯�±� Ē§ ¬b ìåx èÝ èò¡�å Ðñ¬Ê� §952 ¬� è¦Ą956 §zèÝ ēò¡�å § Ðñ¬Ê� ¬� è¦Ą ¬Ò¹1ïěĕÝ¨�.
 § �±ìÝ §Üĕbë¨� èÝÛ)2( ë¬Ý ç¬± ēæ�²ĕ¥� èýp èb è¦Ą3413.0)10(  dd zP í§ ē±�§ Û�â�¡�

 èÝ ēf Ü�ì� èÎé ēf952 ¬� è¦Ą956ðÞá�«��É Ü� èb �ñ <ï¬Ýë è��µìå ë¬ýòÝ13.34 jĖ ç¨ºòÑ
 èÝ èåìÞ�ì� ïìµ952 ¬� è¦Ą956ðÞá =ï¬Ý è��µìå ç¬ýòÝēæÊñ:

3413.0
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 Û��á àñë§:            ç§ § ē@l ãìâ¾@á ·�@¥ çì@ñ è@b             À@±ë� È@ñì� Û�@á«ìå § ë¬@�âå § ì@måëìl70   ï«�@òÊá ë�
�   ēñ Ï�¬¢å8  èÝ ç¬± ēæ�²ĕ¥� èýp èb è¦Ą Ûë¨� Ė«ėæý± Û�á«ìå èÝ í§54   ¬@� è@¦Ą84   ÿæá¬@� ë¬@�âå

�ęl �¨òb ï¨ºòÑ.
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Ü¡:í§ íìµ Û§ìĈ èđ� ðâò±¬� èb ÛëĖ Ē¨å÷ èb Ü¡ ēÝ�²á §.
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í§ íìµ Ûìòå ēl ß�b èb ēl Û�ë¬ýå� §ë¨¢á ìñ èb �¡�²á Ē¨å÷ ðæ¢æá Û�á«ìå  Ė«ėæý± § ēf èčå¬Ą<
 ìåÛë¨� Ė«ėæý± Û�á«ìå èÝ)2(ë¬Ý è¦Ą:

9599.0)75.10(
9772.0)20()02(
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 dd dd�
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ü §í§ Û�â�¡� Ęë ß�b § �¡�²á ïìµ Ül�.

9371.0
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ēæ�Ĉìb
          èÝ ç¨ºòÑ ìĄ ìåìÞ�ì� § ēf �ęl è�±�¢á ç¬± ìÝìòå ēl ß�b èb Û��á íęáìÝ §948 ¬� è¦Ą956ðÞá  ë¬@ýòÝ
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Ü�²ĕ¥� èåìâå
  ē@@l Ü@@�á Ē§ è@@b))  ç§ è@@åìâå ë«�ë¬@@¥ § îüì@@á (( è@@qå¬Ą

�ìÞòÞ¢�.

�òÝ�ÊÑ
x èlĒ¬ĕf § ã��²å�ÎÑ� § ēf �Ę�ìÍë12ç§ § ðqÝìüēåë ìmåëìl)¨Õ ( ÛëĖ èĄ ç«�cÝ «�l Ē§§ �ęl ç�¨å�

�ìl ®ñ¨å�Ęë Ē«÷.
x  Ė ëë§ è@@b è@@åìâåëìÝ ì@@å  ïě@@ĕl Ü¶@@Ĕë<    è@@åìâå è@@b�Ą�å ë� è@@åìâå ç§�@@±<  Ē§§ ē@@±��     è@@� Ēì@@ñ ēáì@@l ì@@åìâå

ìÍ«ç>ēÝë >ïìl«ë îÝ�ë
x èåìâå § Ĝ¬òp ç«�cÝ ç«�mĈ è�µ Üñ÷§ Üc¥�µ í÷ìl �ñ�ëë ēñ èåìÞòÝ§ çë§ �ñ ìñ��ñ.
x      «�òÊá ë� À±ë� § ēf ðµ í÷ìl dì±ï      È@ñì� § ēåì@âå § ë� È@ñì� § ēæÝì@ü § ē@f ēåęqå�Ā ï§¨É Ï�¬¢å�

 è¦Ą«ë ç«�cÝïěĕl Ü�²ĕ¥� èýp<ïë ã�µ ìñ.
x� �ñèåìâå §>è�µ ¬òbì� ÿæá¬� ìåë«�¨Öá § ìæòÝì¢�á èb�Ą�å ìñìµ Û¨òÝ ë� ï¬òp
èÝæ�«ìbðĄ �òÝ�ÊÑ� ēæ�²ĕ¥� èåìâå § ēf ëěĕéìb è¦ĕ� ēÞĕÞēí§ è�µ Ē«÷.
 _ìâå èb�Ą�åèæ�²ĕ¥� èå : ēl ë¨ĕl Ül�ü èb ¬¹�æÉ Ûìü ēæÝìü §í§ °å�f àé.
 _èåìâå kòü�âý²ò±èæ�²ĕ¥� :á èb ¬¹�æÉ ēæÝìü §í§ íìµ Üéë §ìl ÛëĖ àÆæ.
 _èÖ�Áèæ�²ĕ¥� èåìâå ðñ :ïë íìµ Ü¶Ĕë ìÝĖ ì²å���á ìÞĕ�øĕ� èb èæÝìü.
 _èµì¥èæ�²ĕ¥� èåìâå ðñ : èb èÎé <ïë èñìÝ ç¬ĔĖ èæÝìü èl¶Ĕë ìqå�Ą ìÞĕ�øĕ� ë� ìèÝìl�ü èåìâå çìñ è¦Ą ēqå�Ą Ē¬é.
 _ēåęqå�Ā ï§¨É ēæÝìü Ē¬é §)À±ë�<«�òÊáïÏ�¬¢å� ( § è�ðñ�ë ¬�á�«�b ēæÝìü.
 _ï§¨É § ēæÝìü Ē¬é §èåìâåēåęqå�Ā ï¬òp)À±ë�<«�òÊáÏ�¬¢å� ( è�Mðñ�ë ç«�á.
 _ì²òå ēl ß�b èb èđ� èb ìæòÝì¢�á èb�Ą�å § ã�ìæÉ èb ìåë«�¨Öá § Ē¨é�¶á § ēÞñ�b ēåìâå §.
 _ §nxxx ,...,, 21ìåìÝì¢�á èb�Ą�å § èåìâå èb�Ą�å çìñxïěĕl Üñë Ûì¢�á ðÑ§�º�.
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èlĒ¬ĕfïë íìµ Ðñ¬Ê� ÛëĖ Ē§ èb ēñ È���.

)(...)()(),...,,( 2121 nn xfxfxfxxxf � 

Û��á:      ēl îÂÕ çìñ èb ēf ëìl »¬Ñ5 ë� ēæòc±7ïë ēÝìÞp Ē«ì�<  î@ÂÕ § è@Ý   è@¦Ą ÿæ@á5   çì@ñ çì@ñ ēÝì@Þp
Ûìl í�Ā èb í�Ā)l�ü ÜĀ àñë§ ¬ºæÉ çìñ §Ü��á (ìl�ü.

 ë� �ęl ã�ò� è�h èb äòÝì¢�á ðÑ§�º� ēåìâå èb�Ą�å íìµ Ül�ü §¨åëĘ�ç Èñì� �¨òb ēñ�ęl.
Ü¡:   §12 , xx   ÁY3x  èb�Ą�ååìÝì¢�áè             § ē@l ë�ę@b íęáì@Ý è@b �²òåë ēl ß�b èb1x    § ç«�@cÝ Ûì@¢�á è@b�Ą�å

         § ë� ç«�cÝ ēÝìÞp Ē«ì� § §¨É ¬Ò¹)1(      ēÝìÞp ēæòc± § §¨É  § ç«ìÍ è�å�Ā ēl ë�ęb íęáìÝ èb ìÞl�ü�ęl § ë�

2x       ēÝìÞp Ē«ì� § §¨É ¬Ò¹ § àé Ûì¢�áç«�cÝ § ë�)1(§¨É§æòc±ēpÝìÞìÞl�ü § ē ç«�cÝ  ē@l ë�ęb àñë§ èb
  l ç«ìÍ è�å�Āę      § èđ� Ē¨âé èb ï3x   Ûì¢�á èb�Ą�å ēl ë�ęb àñë§ èb ìl�ü ç«�cÝ ēÝìÞp Ē«ì� § §¨É ¬Ò¹ § àé

    ēl ë�ęb Ē§ èb ēf)1(   ïì@l ç«ì@Í è@�å�Ā èÝìÞp èæòc± §¨É<    § ē@l �@Ý�¡ Ē§ è@b12 , xx ÁY3x b�@Ą�åð

èåìÝì¢�á èb�Ą�å ðÝìå¬� §Ýì¢�áäòï§ . §
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   �²ĕ¥� èåìâå ēf èqå¬Ąä  ç§ èb�Ą�å<    § ìå12 , xxY  Á3x   èb�Ą�åÝì¢�á  äò § Ü@ĕ� è¦Ą Ü� èÝ ìñ<ï   È��@� ì@å
 �«��É ēñ r§èÝ:

),,(),,( 332211321 xxxxxxPxxxf     

 ēf �¬Ýë §�ñ èb ë¬¹�æÉ §åìâå èb�Ą�å ç¬éē èÝï§ èå ðÝę� ç¬± ìåë¬�á�«�b Ûìê�á< è� ēÎéMðñ�ë ç«�á.
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1.  èl25 N  ñ §    à�¡ ēæÝìü Ēìïë ëĘ�ìÍë èl ēf èåìp èāæbèåìâå èb�Ą�åëęl �¨òb ēñ<ìÎé §  ì@åìâå

>ç§ ç¬áìĄ ðĀ�« ¯÷ èb ēf ¬ĕâµ
2.Ý��á èÝ ç¬± ēåìâå èb�Ą�å ë� ç§�±è>�ęl ã�ò�
3.   èÝ ēf ëìl »¬Ñ Ýìòå�« èåìâå èb�Ą�å ìá è¦Ą ēæÝìü Ēìñē èĄ ç§¬mÑ ēf �ìl èÝ  è@� ç¬± ēåìâå Ē§§
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âå §Èñì� À±ë� § ēåì
  Â@@±ì�á ëę@@pë § «�@@Ĉ çì@@ñ § ē@@f ïěĕéì@@bë ïĘ�ì@@Í �@@Ýë§è

èýp)�âc± (§ ç¬áìĄç>
 «�l Ē§§åìâå èb�Ą�å ç«�cÝïìl è�±�¢á À±ë� ēåìâå § ë� ðl�ü è.

 «�¨Öá Ēìµ è�±�¢á Ē§§ ¨ñ�� ¯ë� äòâ¦� �òâl ßìl è¦Ą�ęl>
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x Ē¨å÷ §dataç§ ìñ«§ §§ ì�ìÝ ðµ«ë § ìmåëìlðòĈ�« èÞñ�b ë¬�âå:
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x�mòÝë ēñ Èñì� Û�â�¡� § ë¬�âå §.
xç§ § ë¬�âå § ìmåëìl«�òÊá ë� À±ë�ï Ï�¬¢å��ęl ��²¡.
xè�±¬á èb ëĘì� ì��¬á § Ē¬�âå íìµ Ûęl�«) ēæmâá ēåìp çë§ ēåìâå §ìÝìòå èb í�Ā ( § ë� èñ�«�

 À±ë� ēåìâå Ē¬é §�òĈë èđ� èb Ûë¨�.
x§åìâåì À±ë� § §Ûë¨� Èñì� Û�â�¡�) §xÛë¨� Èñ ì� § �¬�l § (�mòÝë.
x §x�¬p ðÞòÂ�²á Ûë¨� Èñì� �¬�l §Ï�ęl à±«.
x §À±ë� §xç§ § Ûì¢�áèÝ ë¬�âå § ìmåëìl�ęl èÞ�¬b ç¬± À±ë�.
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�òÝ�ÊÑ ðæ�«ìb èÝðĀ�« ¯÷ èb èÞñ�b �§ è¦Ą:
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Ý ìåòl Û¨ēf ïěĕ:
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èæ�Ĉìb
1.       § èæÝìü çìñ ēf ëìl »¬Ñ2,4,6   ÁY8  ë«ìÞĄ  Ęì� è¦Ą ìåë§¨Éç ì@µĒïë<    ē@l �«ì@¹ Ē§ è@b

  � À±ë� <Èñì�  ë°å�ñ«ë     è@Ý è�@±ë«ë ë� è�±�¢á ēæÝìü Ē§§      § è@åìâå è@b�Ą�å ēåì@p çë§ è@¦Ą ēæÝì@ü Ē§
í�Āèb     �l�üë ç¬± ìÝìòå   § ë�     ēæÊñ À±ë� Èñì� ēåìâåx   �Ęë�« ¯÷ èb .      Ï�¬@p ðÊÞ@½ ì@Ą �¬�l §

�ęl à±« ēñ< §x ë� À±ë�°å�ñ«ëïęl ��²¡.
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 ï®l¬á §âĕÝòèò¾Õ û
                  ēåì@âå § ë� ¬�á�«�@b ēæÝì@ü § è@� �@òâl ēæÝì@ü § ēf ëěĕéìb

   è� �òâl       À@±ë� ð@ñ è@åìâå     § ïě@ĕl Ü@ñëxS ë�x  ì@åìâå §
èò��º¡�   èb ¬�á�«�b ßìl §       ē@l «�@ò�¥� è@b Ěì@á ��@ÉøÁ� çĘ�

ï§Ě.
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Û��á:èÝ  qÝìü íìÝ çìñð ēf è¦Ąç§ §måëìlì ð½�ñ« § ãìâ¾á ¬@�âåë @Ý�á«ìåè  § È@ñì�71  À@±ë� ë� «�@òÊáï
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èæ�Ĉìb
1-       ïěĕl Ûę� èÂ±�ë èb äòµ�á çìñ § ēf ãë ì�Ê� ìÎé §<  È@ñì� Û�@á«ìå §   ē@ñ À@±ë�gr250 P  ï«�@òÊá ë�

   ēñ Ï�¬¢å�gr20 Gí§ �ìÞÂá ïë<Îé §è ãë À±ë� § ēåìâå èb�Ą�å § ēf è�±�¢á Û�â�¡�16 n  ðñ�@�
 èÝ îæfìl ì�Ê� §gr240ïë.
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èåìâå §��²å Èñì� ðñ
  §A    ē@l «�@Ĉ çì@ñ èbn   § ïĘ�ì@Í ã�²@lB   § °@l ì@ñ

          ã�²@l �§ è@l <ðl�üë �Ò¹ èb Û�ë«�Ĉ ¬@�     Ē¨@å÷ ēæ�@Ĉìb
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Û��á: Û�â�¡� ðÝ�ë èĈ § ìòÝ�l §3.0 Pí§< èåìâå èb�Ą�å ç§�± çìñ6 nèåìpìl�ü. èlĒ¬ĕfx ìºÕ�å §

ìĈ ìòÝ�lïë îmåë§< §x ë�
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P�mòÝë Èñì� Û�â�¡�.
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6,...,1,0)3.0,6,()()(     xxBxXPxf
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ēæ�Ĉìb
1. § ä� çìñ § ēf Û�â�¡� Ē§§kòÞæ�ĈìÍîÂÞÍ èÝ è�¬b ÛëĖ ç«ìb èb ß¬Ñ)ēæ�ë¬ĕ�(ęl jĖ è¦Ąï

7.0 Pïë< § èåìâå çìñ200 n èåìp±� §�ìµ jĖ ß�¨¦ ïïë îÞl�ü ìá èåìá«�Ñ.

 _ ēf �ęl è�±�¢á Û�â�¡� Ē§§
�

P §05.00r ēl èÞ¹�Ñ ðÞ¥�§� èÝ ēæÝìü §æ²ûïěĔìÝë è¦Ą.

 _ ēf ïęl è�±�¢á Û�â�¡� Ē§§
�

P §6.0è¦Ąïë ��ñ.
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ðmü àêá ðl¬cĄ §

xì�÷�â�¡� ë� èò��º¡� èb ã�ìæÉ èb È��� Ēìñ § ēf ç§ �øÂ¹� èÎé Ûì¢�á èb�Ą�åïěĕl Ü�²ĕ¥� èýp Ē¬� ēl.
xìñ §ç r§�â�á ¬òÍ èb�Ą�å ēf ï§ èåë§¨É èÎé ēñ èò¡�å Ðñ¬Ê� § ēf ç§ È��� èÎé È��� Û�â�¡� § Ûì¢�á èb�Ą�å
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ï¬Ý ãëėp.
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 ēfP ë� À±ë� ēæÝìü §G«�òÊá ēæÝìü §ïí§ Ï�¬¢å�.
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ēæ�Ĉìb ðl¬cĄ §
1.�²òåë ēl ß�b èb ¬ĕâµ ìÞÞ��« À¥ § ë� �ìf�ë è�«ìb ēÞĀ «ìÞĄ ēm± çë§:

x�òĈë èđ� èb È��� § èåìÝì¢�á èb�Ą�å.
xèåìâå Û�â�¡� ēåìf� è�«ìb § ÜĀ ¬é § �¾Ñ ðñ ��²å ç¬±�ęl«ë.
xâ�� § È��� §Ê�mòÝë Û�â�¡� �®�á ë� ð.

2.  èl¬ĕfĒ  ìñ §Ē Ęì�Ē      Û�â�¡� ðºòÖå § ìåìüì�1.0 Pïë<«�òÊá ë� À±ë� ìåìüì� ìºÕ�å §ï   è@b Ï�¬@¢å�
èåìâå çìñ ēl400 n�ęl �¨òb ìåìüì� ëĘì�.

3.       ēl ß�¨p èb �l¬µ çìñ §500           ēñ è¦Ą ēÞâ� èÝ ēÎé § ēf è�µ èåë¬üìòcâl ēñ�b50  ï¬@Ý ¸@Öå ēñ�b<  ì@ñ
�²ĕ¥�ì  îmå è@Ý      è@¦Ą ē@Îé10      ð@Þ¥� è@åë¬üìòcâl ēñ�@b<      @Îé ē@f í§ ç¬áì@Ą Û�@â�¡� Ē§§è8   Ęì@� ēñ�@b

ĕ¥�²�>ïë î
4. «�òÊá ë� À±ë� ēf ��ÉøÁ� Ē¨å÷ï Ï�¬¢å� §  ì� Û�@á«ìå § í§ ¨@åëĘ� èb ìåë¬�á�«�b ëë§    ç«�@cÝ ìÝìâ@±« § È@ñ

  �Þ¥�ë èýp Ē¬� .        § ë� �ęl à±« «ì¢á ðÖÑ� ìñ íęáìÝxsxsxsx ,,,2 ���Y Ásx 2�  ð@mü
       § îmü ìñ è�±ë«ë �l�üë Ē¬bh  Ý�ìq� ï«�ò�¥�ð ç�¨å� èb §x ë� �²òåë ēl ß�b èb è±�b èÝsx �   è@±�b è@Ý

    § îmü ìñh6.0  Ý�ìq� èbð         ēñ ��º�¦á ēf îmü ìñ ēæÊñ <�l�üë)6.0,( hsx �ë  <ï     § ē@f è@čå¬Ą
 ęqå�@@@Ā è@@@b Ü@@@âÉ �¨@@@âé <í§ ¬Å�@@@æ�á ð@@@æ¢æá Û�@@@á«ìåĒ è@@@b è@@@pì�sx ��ì@@@±«ë è�¬@@@± à@@@é . § ¯ë�

sxsx 2,2 ��        § ē@mü çë§ è±�b §h   ë�h15.0           § ē@f �ę@lë ß�@b <�²@òåë ē@l ß�@b è@b ðÝ�ì@q� è@b
 § ç«�cÝ ìÝìâ±« ÔòÕ§ § ðæ¢æá Û�á«ìåh6067.0 ÁYh1354.0    è@Ý í�@Ā è@bh6.0 ÁYh15.0  è@¦Ą

 �Þ¥�ë èýp .                      ìÞ@¹�Ñ ì@áìl è@b ð@æ¢æá �§ ēf �ñ�ëë ë� Ü¹ë èÂ±�ë èb ðæ¢æá çìñ § ðmü �§ ēl èÞñ�b èb
ç§ ç¬ÊÖá ēl ìÞ¹�Ñ ìáìl èb ë� �¨¢á ēl.

5.    ãì�Íë« çìñ èb   èåęĕĄ çìñ             § è@¦Ą �@¥ë è@Ý è�@±ë«ë þ«ë è@b ē�æ@µ § ¬ĕâ@µ ì@æòÊ��¬á § ēf ðòĈ�«6 ë�8
 ÿæá¬�25í§ èæ� . § ēf �ęl »¬Ñä±�ìbïęlë Ó¨¹ ēl �Ý�¡ Ē§ èb Èñì� Û�â�¡� §.

x       Û�â�¡� § ìæòÊ��¬á § ãì�Íë« §Èñì� ē�æµë§ §èÝēĀ«ë<  § è@¦Ą �¥ë èÝ è�±ë«ë6 ë�8  ìåì�É�@±
�¨òb ÿæá ¬� >�ęl à±« ēñ Ï�¬p ë�M� �§ �ññì>ç§ ç¨ĕâ¥ È

x«�òÊá ë� À±ë� § Èñì� Ē§§ïå�¢�Ęë�« ¯÷ èb «�¨Öá Ï�¬.
xM    �æµë§ § ēf ç§ èæmâá �§ �ñēĄ �¥ë èÝ è�±ë«ë þ«ë èb @¦ § è6 ë�8   ÿæá¬@� ìåì�É�@± @�  è@Ý è7  ì@æ�

 è¦Ąęl èÊ��¬á è� ãì�Íë« ��ñï>ēÝë >ïë

6.             ì@æ�ë¬ĕ� § ¤@á çì@ñ § ��@�l çì@ñ § ē@f ëìl »¬Ñ  § ¬ĕâ@µ ä@±�ìb   �@ñ È@ñì� §
2
1

 O   í§ î@måë¬Ý ¬�á�«�@b §

í§ �ìÞÂá ēñ Û�â�¡� ē�±�¢áēf ē±�§:
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x ēl ¤á èÎé èb èæ�ë¬ĕ� ðcñ�ü çìñ ÜÕ� ¨¡ïë.
x B�ÖòÕ§5ðcñ�ü ēæ�ë¬ĕ�ï§ ēl ¤á èÎé èb.
x §3 ë�6ïë ēl èÎé èb ēæ�ë¬ò� ðcñ�ü ÿæá¬�.

7.     À@±ë� �@ñ Û�@á«ìå èb ïěĔĘì� èÂ±�ë èb äòµ�á ðmò��áì�� çìñ § ēf ¬ÂÕ ãì�²b èÎé § ēf ëìl »¬ÑÛëĖ25
«�òÊá ë� ¬�á ðÞáï ēñ Ï�¬¢å�5.0¬�á ðÞáçïë íìµ Èñì�.

xèÞl § ēfb § ¬ÂÕ ãì�²2.25 ë�9.25 ïë ÿæá¬� ēñ Û�â�¡�í§ ç¬áìĄ.
x § ��²å ßìl ìåìåì�²b §25 ë� îmåë¬Ý ¬ÂÕ ðÞáèÝí§ àl è¦Ą ēÎé.
x  èlĒ¬ĕf1000   ðµ Ęì� èåì�²b èÝ <   ēf í§ Ęë Ē§§ ēå�§ ìĄ è¦Ą íìÎé07.24 ¬@�á ðÞáë  è@¦Ą

 àl ¬ÂÕï¬Ýë.
x § ç¨ºòÑ ìĄ ìåìåì�²b ìñìµ ¨òÝì� §56.24¬�á ðÞáç �ñ ¬ÂÕ Û§�ÊáèÝ ��ñ è¦Ą èÎé¬Ýï.

8.  èlĒ¬ĕf12 ,,..., xxxn   §x             § �@ñ� ïë è@åìâå ðÑ§�º@� çìñ Ûì¢�á èb�Ą�å2

1
)(1¦

 

�
n

i
i xx

n
 ,¦

 

n

i
ixn 1

1
 ,

4

21

x
xx �

Y Á321 3 xxx �� È���M ç«�áí§.

9.  èlĒ¬ĕfx    § ë� Ûì¢�á èb�Ą�å ìñP ë�2G ïë èåë¬�á�«�bM  § �@ñ
2

31

8
23
x
xx
�

��
P

G
 ,¦

 

�
n

i
ixn 1

)(1
PÁY

P�� 31 xx È��ì�PÁY2G ïë Ûìê�áM è� ìå�qÊ��� ìòæ�«ìb �ñèò��º¡�>ìµ îÞñë
10.       ëėp ēl ìÝĖ ë«ìÞĄ èb Ó¬� § èæÝìüã ï¬Ý<    É § è@l           è@Ý �«�@�É ç¬@± ��²@¡ è@b ìåì�É�@± § ē@ñ î@Ý�ë§Ěë� ì@åë¬â

108104112103§ïçìñ   ìl�ü èb�Ą�å èÝĖ<      § ēf ëìl »¬Ñx      ìÝĖ § íìµ Ül�ü Ûì¢�á èb�Ą�å
�òĈë�« îÝ�ë§Ěë� ¬âÉ §:

x §x�mòÝë Èñì� Û�â�¡� §.
x)(xE ë�)(xV�ęl è�±�¢á.

11. È@@ñì� Û�@@á«ìå¬òÍ § ē@@f ç�¨@@å� ē@@đp § ëę@@pë § «�@@Ĉ çì@@ñ §90 P ĝå�@@ÎÑ� À@@±ë� ë�§25 ĝå�@@ÎÑ�«�@@òÊáï
   ç¬± Ï�¬¢å�   èl í§Ē¬ĕf   §225    èÝ èÉìâ�á ēýp § ēåìâå Ēìñ § ëępë § ®ò²l2100�ÎÑ�ìòå   è@��ñ è@¦Ą

>í§ ç¬áìĄ ēñ Û�â�¡� <ïë
12.   ēf ëěĕéìb%56    § ïępëA   í§ «�§ Ï¬Á ¨å�áìå<   ē@f è�@µ Û�â�¡� Ē§§ ç¬áìĄ50 nçë§   çì@ñ ēåì@p

 ÜÕ�¨¡ ēl èåìâå%60 ïępë §Aïë «�¨Ñ¬Á ¨å�áìå.
13. è@@b12 è@@l ē@@l Û�@@�áĒ¬@@ĕf4.0 P ę@@pë ì@@ñ ē@@f Û�@@â�¡� Ē§§ ē@@æÊñ <ïër §A ïë «�¨@@Ñ¬Á ¨@@ñ¨å�l

4.0   çìñ <í§200 n  ìl�üë èåìâå èåìp<    Û�â�¡� Ē§§ ç¬áìĄ ìå ÜÕ�÷ ēf è�µ100 ę@p ëï §A  ̈ @ñ¨å�l
ïë «�¨Ñ¬Á.
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ēÞĕ�Ēìµ)ï§�â�á¬òÍ( ë�ē�ĉå)ï§�â�á(ēå�Č �¾Ñ
       «�ë è@b è@¦Ą Ü@å à@ñë§ ë� ïęáìÝ § ēl ìåìÞmµ ¤á�¦á èb

            ē@f �@µ íø@ñë ïěòñì� èmâĀ èb è�ë� ç¬±   è@Ý   ì@åìÞå Ē§
             ēl èĄ èb ¬òbì� ë¨òñì� § ìmĄ�Ą § ì�ë� § èmâĀ èb è¦Ą

>í§

�òÝ�ÊÑ
xìñ §«áøñë ç¬± ìÝìf� èb ÜrÝìü �¾Ñ ðñ èåìâå § ēf ðµēï§ ðáìl ēÞñ�b ēæmâá>
xM�ñ èÝåëē   ìñ § è¦ĄĒ  đá ē¦bē    ìÝ¨ñìÝ §  §�¥ë ̈ å�Ęëë  µ í÷ìl èæñ�    �@ñ ë� ì@ÖòÕ§ <ìòå�� ìĄ èÝ è�±ë«ë ēf

b è¦Ą ìåì�É�±¬>ïěĔìÝë èmâĀ
x ¬Æå�¥ë �¾Ñ ēñ èåìâå ìÝ¨ñìÝ § ēđá § è�ëðmòÝ.
x§  Üá«  ēå�§ ìf� §  ìÝ  ē�¬��        ë� ¬ĕâµ ë¬¹�æÉ § �¾Ñ ēñ èåìâå   ēåë èÝđá § è¦Ąē ìÝ¨ĔìÝ §�¥ë   è@Þ�¬b è@čæĄ

ðµ í÷ìl.
æ�«ìb §ð �òÝ�ÊÑèÝ±« è�¬±ðĀ�« ¯÷ èb èÞñ�b Ē¨å÷ è¦Ą ìÝì:

       ēñ èåìâå ē�¬�� èb�Ą�å Ēìñ §   �¾@Ñ    è@Ý �«�@�É  è@Îé     ðÞl�@ü �@å �@ñ ë� ðÞl�@ü    ç§ è@¦Ą ēÉì@â�á �@ñ û@± ē@f  ē@æòĀ
¬¹�æÉĕâµ § ēñ¬ëĘïë èå Ęë ¬ĕâµ § ēñ ēæòĀ ë�.

     �æÉ ēf ðå�Č�¾Ñ ēñ èåìâå èÎé   ¬ĕâµ § ēñ ¬¹)countable(      § ïë Ęë ¸ò¦¶� ë�§�â�á¬òÍï   �¾@Ñ ē@ñ èåìâå  è@b
   ïěĔ§�ñ èá�å     ðñ èåìâå èÎé ë�      ēñ ¬¹�æÉ ēf ēå�Č �¾Ñ  Ęë ¬ĕâµ § § ïë èåē�ĉå)ēÞº�á( �¾Ñ ēñ èåìâå ï§�â�á �ñ èb

 èá�å§�ñĔïě.
Û��á íęáìÝ:èÝ ēñ èåìâå Ē¨å÷ ìå�Č �¾Ñçìñ èáìl è¦Ąî�ĉå)r§�â�á( èáìl ë� çìñr§�â�á¬òÍç§.

ÐÝ�: ëë§ § Üá«Ûìf� ìå�§
�: §8 ë�12 çìñ § ÿæá¬�Ül�ü §¨É ðÖòÖ¡.
�:èÝ30 § è¦Ą ìmåëìl ç§3Ül�ü ìæ�
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{:   ¬Fl Ēìñ §Ē    Û¨ĔĘìÝ ē�«§ Ēìñ § �«�¬¡ § §100�«§ì¬p ð�å�± §ėĔ   ¬@� è@¦Ą1000§« ì@�  ð�å�@± §¬p ė@Ĕ
Ē«ìb.
 @é:§$30ë�$45Ül�ü èñë� çìñ ÿæá¬� ìñë�.

Ü¡:  èčå¬Ą  ēf) � ÐÝ�ë �(èåìâå    § ēå�p�¾Ñ ðñ  ë§ë¨¢á  ëęÍ âµ èÝ   è¦Ą ¬ĕĘì�ĒìµĒ<ìå §�@â�á¬òÍï   �¾@Ñ
Ýëē)   @é ë� § <�(èÝ  §ë¨¢á�å  ðÖòÖ¡ìåë§¨É   Üòm¶@� è¦Ą) ì@�Ę(    <ï§ è@å Ęë ¬ĕâ@µ § ē@f  ì@å   �@ñ î�ĉ@å r§�@â�á

 ēå�p�¾Ñï§.
 àñë§Û��á: ìÝì�ë� § ìåøČ § «ìl § ¬�ò¥¬ü�ë ìñ ç«�cÝ aâb�²ò¥�s§r.

   Ē¬ĕf èl         ì²òåë ēl ß�b èb ē¦á èÝ �É�± §¬âÉ aâb¬ü�ë §  <    ēl �Ý�¡ Ē§ èb aâb¬ü�ë § îÝ�ë§Ěë� § ¬âÉ §èåìâå-

  ðñ   ēf �¾Ñlĕ�¨í      §¨É ðÖòÖ¡ ���á ¬é ðµ  §   § aâb¬ü�ëë¨ĕå�«ë  �«ì¹ èb ēl  ð@µ �@âòÕ Ē§ìá § «�l §  è@b <
  Ē§ ÛëĖ�Ą�å ē±�§ § Û¨ĕĉĕb ē�§�¡ èb ðÖòÖ¡ ¬él §¨Éĕ�¨rðµèåìâå �§ ēf �¾Ñ ðñ  ¬@òÍ çìñ §�@â�áï<  �@ñ  î�ĉ@å

   § �¾Ñ ðñ èåìâå< Êñēæ}t ë¨ĕå�«ë § aâb¬ü�ë §�¥ë <0:{ t� tIRtSèb ēf ĝæ�«ìb  �¾@Ñ ēñ èåìâå  ē@l
t aâb¬ü�ë § ðÝ�ë§Ěë� ¬âÉ §ðĈ�«.

èåë§�ñ:
1-      åë®� � ë� ÐÝ� Û��á íęáìÝ §ì  ēl èåìâå Ē§ë¨¢áðñ �¾Ñìå�p     ēf íìµ �¢� è¦Ą       Ęë ¬ĕâ@µ § ē@ñ ¬@¹�æÉ

§     ë� � § <ï ìåë®� § �å ēl èåìâå Ē§ë¨¢á   ēå�p�¾Ñ ðñ    ēf ïìµ ¬l©   è@mĀ ì@å <ï§ èå Ęë ¬ĕâµ § ēñ ¬¹�æÉ
¡ ���á Ûìüðµ íø�²ĕ¥� èåë§¨É ðÖòÖ.

2-èåìâå ēl Û��á àñë§ èb ðñ �¾ÑÞº�áè ç§ë¨¢á ¬òÍ �ñ ç§ïěĕl Û§ìĈ èpì� èb Û�ë¬ýå� § ìåë§¨É ðÖòÖ¡ § ēf.

ēæ�Ĉìb
1-     ïë¬ñ�§ çìñ § îmåì�¶Ĕë ð¶Í ìñ    k± §  èb èæå§ ēfë èqå�Ę ēñrç§<ēl ß�b èbð²òåë . ë¨ĕčÝ § ð¶Í § í�Ā

   Ē¬ñ�§ §   èæå§ èb   ēf ēl®l¬á  è�Ē§iåïěĕčÝë< ēñ èåìâå ēÎé §ęl èñ�«� �¾ÑĒ.ë     çì@ñ è@čæĄ �§ ē@f �@±�ñ�ë
ç§ �¾Ñ ēñ èåìâå.

2-  èb¤á�¦á    èb ēl Ümµ�å     �@ñ ðb�@Ą       è@b Ē¬@ñ�§ § ÛëĖ ðÑ§�º@�
  èæå§  ēlìñ    ē@müë  l�@ü<� Û�@@â�¡�   Ē§§ è�@µ @f  ē  �ì@ÞÂá

 èb È�¬á § ēmü èæå§ ēlïë.
3-�Á ìñò ðÊ§¨É sâÕ« çë§ël�ü�< èÎéÛ�@â�¡�bęl �¨ò� §¨É ēf §4ïë �¬¾á.
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ēĉĕb è²å�f àé
  Ēì@ñ § Û�@@á«ìå Ü@@á« ē@@å�§ è@@b ì@@Ýìf� ē@@l §)1 ( �@@ñ ë�)5 (

 Ē¬ĕâµ¤áè�ÞÞ��«ì§ èĄ ¿¬µ ç«�cÝr>
  §2   ë�5      °å�f ìÞÞ��« § Ē¬ĕâµ  ìñ       è@mñĘ� è@Ą ç¬± Ü� èÝ

>ï¬Ý

Ý�ÊÑò�
    Ümµ ¤á�¦á §  èb¬ĕĄ ìñ     ²òåë ēl ß�b èb ç¬ñ�§ ç�<« èb Ē¬ĕf èlç¬ñ�§ Ēìµ Ēęl�lēï«�mĈ ìñ ðÝëë ð¶Í Ē¨å÷

 ìæ�Ĉìb�ęl«ë ��ìĀ è�.
x    èčå« «ì± èb          ¶@Í § ē@l è@ò¡�å èčå« äòµ ë� èò¡�åē

ìñ Û¨ĕčÝèÝ èmñĘ� èĄ ç¬± Ü�>ï¬Ý
x      °å�f ë¨ĕčÝ § ē¶Í §  § @glē   � è@b   § çĘ �å«�@åðë�

òc±æì ìåìčå« èÞ�¬b èb ç¬± èĄ Ē¨å��øñër>ðµ
x ċå« «ì� èb ē¶Í §ë¨ĕčÝ §§ ç¬áìĄ °å�fç>
x §�¬��ē<èåìâåēñ�¾Ñ�mòÝë.
x ðåęáìÝ ēĉĕb èb�Ą�åìñ ¬é § ë� ïęl �²ÝçÛ�@â�¡�ęl �¨òb�>
x § ìĉĕb ìòåęáìÝ §Ý�@â�¡�ìåì§ èb Çìâ�áēl è¥¬�øñë èĄr>ðµ

æ�«ìb §ð �òÝ�ÊÑèÝ è¦Ą ìÝìl �¬��ëĘë�« ¯÷ èb èÞñ�b Ē¨å÷:
  èÎé     ìÎé § ēf ēĉĕb ç§�± ĝåęáìÝr  §bÝ¨ĕĉĕì  °å�f§   ē�¬�� Ēìñ  èb ìÝìl �¬�� <ïë ¬@��¬� ç¬± ēl   è²@å�f à@é §

ïěĔ§�ñ èá�å èb ìĉĕb<èmÝ:
 Ē¬ĕf èl}...,,{ 21 neeeS     ë �¾Ñ ēñ èåìâå çìñìå <ï}{ ie ¬é §ni ...2,1  ç«�cÝ  è@b�Ą�å çìñ   èĉ@ĕb ðåęáì@Ý

 èl ç§1})({0,...,2,1 dd iePniï§.
ç¬ĕ�¬± Ē§ ¬b ìĉĕb ìòåęáìÝ § §ìåìÝ�â�¡� Çìâ�áç§ ç¬± çìñ èÝ ïë�²á.

¦
 

  ���
n

i
in ePePePeP

1
21 1)(})({...})({})({
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Û��á:  «ìÞĄ  èæ�   çìñ èbÝì    ãëėČ ēl è�ìlï .   èåìâå ēf ēl Û�¡ ē±�§ èb �ęl �¨òb Û�â�¡� ìÞýp § çìñ ¬é § ē±��  ð@ñ
ïë è²å�f àé �¾Ñ.

Ü¡:Ē¬ĕf èl}d,c,b,a{S  ìâåë �¾Ñ ēñ èåï< èb�Ą�å Ē¬é § ìå ĝåęáìÝ ēĉĕbÛ�@â�¡�
4
1ï§ .

f ë¬Ýē :
4
1)()()()(     dPcPbPaP

§ è²å�f àé ç¬± ēĉòb ĝåęáìÝ ĝæ±�bï.

ēæ�Ĉìb
1-   Ümµ ¤á�¦á       Ē¬ĕf èl < ð²òåë ēl ß�b èbē�¬ÖÉ §) ðæ�@± (

 ìÝ¨@@Ĕ«§ §Û�@@@â�¡� è@@bMå�â@@±ð äĕc@@± ë� ċ@@å«30.0 § ë�
     ¤á¬@b ċå« ç¬±26.0     ċ@å« èæ@µ § <ïë   ìÝ¨@Ĕ«§ § ¤á¬@b

Û�@â�¡� è� ç¬áìĄïë>

2-    �¬�l § Ē¨å÷  Ûë¨�  §  Üá«      ð²òåë ēl ß�b èb ç«�cÝ ìÝìf� § ēå�§ Ēìñ . èÎéÛ�@â�¡�l �¨òbíęēf Üá« § èå�§
)5 (âµĕðµ�« ç¬.

654321ç¬ĕâµ Üá« §

1037897�¬�l

3-     èå�§ çìñ Üá« §  ìÞÞ��« § ë¬ĕâµ �Ò� § ēf íìµ èlĖ ē±�§Û�@â�¡�¬ĕâµ Ó�Á §  è@b �f ìñ èl <ïë ç¬��¬� çë§ ë
ìÞéë ¿¬µēl)5 ( <ïë ðÞl�ü ç¬ĕâµ ēÎé §Û�@â�¡�ęl �¨òb�.

WR

G B
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 § �ñ ē�ĉåè�±ìòb)ï§�â�á( ìå�Č �¾ÑÛ�@â�¡�
     Çø½÷� ïë�²�á çìñ §  �Þ�áèæå§      ÊÞ@½ ç¬@é ē@f    ē@ñ è3

ç§ ç¨@@¡�ë <@@ñ ð¶@@Í ìì@@Ýë Ē§§ <Û�@@@â�¡� ē@@f § ð¶@@Í §
  ìÝ¨ĕčÝ      « ¬@é § �Þ�á § ēmü�  ̄ è@å §     ̈ @¡�ë ì@ñ  ç�¨@å� è@b

 íìÝïë§ ìĄ <í>

Ý�ÊÑò�
xM øñë �ñr     § ēf ðµ   Ēìñ   <ēĈ¬l èüìü ìñ §Ē  ïì�²á §   à@�¡ § �¾@Ñ § �ñ ë� ē¥¬� Ēìñ   ē@mü ì@Ą  ì@ñ   Ü@� ¬@b

 ē²br§ §ì�ìá>
x    ìmü ìÎé §  § Ý¨ĉ@ĕb �¡� ì Û�@â     § ē@fA    è@b è@¥¬� ē@l

ē@@f §S  ē@@¥¬� ēñì@@Ý § �¡�²@@á ð@@É¬Ñí§ < è@@mÝ
 è@@qå¬Ą ïě@@ĕl Û¨@@òÝ ē@@l Üm@@µ è@@b ē@@f §A ë�S §

 ìåì�¡�²á § ì¡�±èÝ��²å èmñĘ� èĄ ç¬±>ï¬Ý
xM ÷ìl �ñíµ�@ èÞ�²á �§ �¾Ñ èbl ē  çì@ñ §  à²@�  à@�¡   ē@¥¬� Ēì@ñ § § Û�@@â�¡�  ē�@±�¢á §   �@òáìâÉ ç«�@cÝ

ęl«ë�>
æ�«ìb §ð �òÝ�ÊÑèÝ è¦Ą ìÝì±« è�¬± èÞñ�b Ē¨å÷ðĀ�« è�±÷.
è�±ìòb)ï§�â�á( èåìâå  ðñ  �¾Ñ   ìæòÊá�å §  ç§ èÉìâ�á ìmü ēf   ēñ Ümµ  §ìåë§¨É è@b       è@b < «ì@¢á   ïì�²@á  ē@l  è@mÝ
   Â±     ēl �¾Ñ èb �ñ ë� èmÝìâ�¡ ēf èčå¬Ą <í§ èå  èåëì@Ĉ ìmü Ē§§  ç§ è@å ä@mâá<  § ì@å Û�@@â�¡�   �¨@òb ��²@å §

ìĈ¬l èüìü § ç«�cÝ ìÝìl ì¢Â± ìÝ�mµ� § <ðÝ�ë§Ěë� § ìåìâ²� § �ñ ë�èÝ è¦Ą à�¡ëìl ç§�Ò�±�.
B÷ìâÊá  §ìåë§¨ÉèÝ      èýČ èb è¦Ą «ì¢á  ēæ�²ò¥�  ç¬± §x ìñá�  çì@ñ § <Ûì¢   ē@¥¬� Ēì@ñ § �¡�²@á ç«�@cÝ ëë§ §Ýì¢�áò ì@æ

èmÝx ë�y �ò�¬� Ē¨âé èb ë� ìåìâ�¡ § ç«�cÝèÝ ìñ«§ìåìÝì¢�á <èmÝ:xy , ë�zìÞ¥� èýČ è¦Ą.

íęáìÝ Û��á:  §ìåë§¨É       § «ì@¢á è@b)3,0 (     Û�ë¬@ýå� è@b   § ē@lx  @mü ì@ñs  è@b   �@ñ ðb�@Ą�å  ÛëĖ ðÕ�@Ò��  ìl�@ü Ē§§
Û�@â�¡�ęl �¨òb� ēf5.21 �� xëï>

A
S

$60 $60

$60

A

B C

3

1

1

1
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Ü¡:   ðÖòÖ¡ §ìåë§¨É «ì¢á à±«ęl�§Së�A�Ñ ēÞ¹Îé §èb¬ ¤áìl�ü<   § ç¬@± ì@Ýìòå ēl ß�b èb Ümµ §A
 ēĉĕb ë¨ĕĉĕb §Û�@â�¡�ë¬Ý è¦Ą:

2
1

3
5.1

03
15.2)(   

�
�

  AP

àñë§ Û��á:   èb�Ą�å èb  ÛëĖ îmü ìñ èb �Êmá çìñ §èæå§ ē@l   èÊÞ@½ ē@f
  ēñ2 ̈ ¡�ëçïë ìl�ü  Ē§§Û�@â�¡��¨òb �ęl   ïĘìáìå ēf   �Êmá § ēmü

Á�¢á §ðFl¬Ē èbèæå§ ēlïë.

Ü¡:   Ē¬ĕf èl  ç¬l   èÎé §   èb �Êmáèæå§    ēf ēl   ēñ èÊÞ½a  ̈ @¡�ëç§ ç< @Á�¢áèïë<  ¬@l § ì@åĒ  Ç�Ê@µ
2
ar  

lĕ�¨rðµ:
A ë� à�¡ § Ē¬l § èĉĕb èb�Ą�åSðñ èåìâå <í§ à�¡ �Êmá § ēf ïë�²á ç¬± �¾Ñë¬Ý ìå:

62

)1(
3
4

3
4

)(

1
2
2

2

3

3

3

3

SSS
    

   

a

r
AP

ar

ēæ�Ĉìb
1- ð@@@ÖòÖ¡ §ìåë§¨@@@É § «ì@@@¢á è@@@bA ë�B@@@mü çë§ðè@@@b�@@@ñ ðb�@@@Ą�å ðÑ§�º@@@� ē@@@±�§ ÛëĖ ē@@@f ìl�@@@ü

0B2 dd�  ë�30 dd Aë<ï     �ęl �¨òb Û�â�¡� Ē§§   § ēfd     § ä@ü�ëA  ë�B  ÿæá¬@�ë� ïë è@Ý
3¨¡�ëëïë íìÝ è¦Ą.

2-   Ē¬ĕf èl  ìñmüs èb �ñ ðb�Ą�å   ðÑ§�º�    Ē¬ñ�§ § ÛëĖ    ¤á¬b ē¢Â± §ìl�üë<   Ē§§Û�@â�¡� ïę@l �¨òb ē@f
mü ïĘìáìå¬Æå ð Ē¬ñ�§ § è� Àò¢á ®l¬á Ē¬ñ�§ § è�Ē§iårë.

�ĿAƈŵģƃĿÄƃģ�ôÈńë�ƀ¶Ƅ¶
�ĿBƈŵģƃĿÄƃģ�ôÈńë�ƀ¶Ƅ¶

R

ŸĶĹ�óńë�Ŀ
ŸĶĹ�ĦŢìŹ�Ŀ
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 ¿ë¬¶áÛ�@â�¡�
èÝ   è¦Ą �ñ÷ë çìñ)20 ( è@æ�   èæòā@Ĉ ë� è@æñ«�å småëì@l ç§
  §   èb «ìmå�lM   è@æñìá      ðāæéì@b �@Á § ē@l   ðÝ�@ñ¬� è@�  ïì@µ

ï§< ïìÎé §èÝ è¦Ą ēÞâ� ēñ5ï§ ã��� è��«�l èĈ èæ�:
   èb èl15    ìòÝ�ñ¬� ìæ�    ēl ëë èæñ«�å4       ã��@� è�«�l èĈ ēñ èæ�

íë . Ęìáìå §   ìæòÞº¢á ë   è@¦Ą ÿæòá èÝ  è@b  ðÕ�@Ò��  ì@ñ ÛëĖ
 ìl�ü ä�Û�@â�¡�§ §�ęl �¨òb Ēēf :

x íìµ Ül�ü çìñ Üº¢á«�lüÞ�å ç�� ès>ïë
x ðæ�«ìb èb ēl Û�ì± èÎé�åÞs ç¬± ¿¬µ ßìl èb ðāæéìb �Á §Ý�ñ¬� è�sïìµç§>

�òÝ�ÊÑ
èÝ2500ç§ìmåëìl è¦Ą1600ñ èæ� ìÝìl èÊÝ�Âá èb ē �§�É¬Ýï.

@@fē è@@Ý%80ç§ì@@måëìl ē@@ñ è@@¦Ą%70 è@@æñ«�åç§ðmåëì@@l è@@b ë� ïë ì@@Ýìl è@@ÊÝ�Âáï¬@@Ýë �§�@@É< è@@l§ì@@Ýìü
ç§ìmåëìl   ç«�cÝÛ�@â�¡�  ë ã�µ ìñï<  ̈ å÷ §   ìĉĕb Ē    ēl ß�b èb  ä� çìñ § ç¬± ìÝìòåç§ îmåëì@l  § Ü@l�ü  îāåëì@Ĉ  è@Ý
ç§ìmåëìlè¦Ą:

R : èÝ�Âá ēÊÝ ç¬±ï¬Ý �§�É.
M :ç§ èæñ«�ååëìl ðmí§.

F :ç§ èæòāĈ çìñç§ ēmåëìl.
 § Ē¨å÷ èb ìæ�Ĉìbęlë ¬mÑ Ü¡�:
x§§�ęl �¨òb Û�â�¡� Ē § ēf ìmåëìl èÊÝ�ÂáèÝá ïìµ Ül�ü è¦Ą ÿæç§ småëìl>ïë èæñ«�å
x§§�ęl �¨òb Û�â�¡� Ē § ēf ìmåëìl èÊÝ�Âá èÝìµ Ül�ü è¦Ą ÿæáíä� çìñ èæòāĈ>ïë
x Ē§§Û�@â�¡�ęl �¨òb� ēf Ül�ü ïìµç§ðmåëìlèæñ«�å ìñëï Ē§ èb èb ēf ¿¬µ �§�É èÊÝ�Âáïë.

 è�¬± § �òÝ�ÊÑ è�«ìb § Ē¨å÷ è¦Ą ìÝì±«« ¯÷ èb èÞñ�bëĘë�:
 �ÖòÖ¡ èb èæñ«�å èÎé § ēlç§måëìlð ìÞl�ü §Û�@â�¡� ¿¬µ Ē§ èb èb ēf èÊÝ�Âáï¬Ýë �§�É.
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   Ē¨å÷ §  �÷�â�¡�ë        èl í§ �«��É è¦Ą Ü¹�¡ èÝ ´ĔĒ¬ĕf:  èÝìü è@åìâå ð@ñ     ë� �¾@Ñ: è@åìâå    § �¾@Ñ ð@ñ
¹�æÉë ¬òâµ ë¬ïë¬Ý ìå <:

)(
)(

)( MP
RP
RMP

R

RM

R
RM

R  

:

:
  

�

�

� èæñ«�å èÎé §ç§ ìmåëìl ìÞl�ü §Û�@â�¡� èb ēf �§�É èÊÝ�Âáïë.

)(MPR    ēĉòb ēÎé §èÝÛ�@â�¡�  è¦Ą§ �«��Ér ēf ðÞl�üç§ðmåëìlèæñ«�åïë< § è@bĒ   ē@f ¿¬@µ   è@b è@Îé
 èÊÝ�ÂáÉ§��ïë.

¬Ê�ñÐ: Ē¬ĕf èlSèåìâå   �¾@Ñ ð@ñAë�B  è@åìâå §    �¾@Ñ ð@ñë§Ē b�@Ą�åē ĉ@òbēïë<  è@b  ē@±�§  @l Û�@¡ ē  ē@f

0)( zBPïë .§ è@@bĒē@@l �@@Ý�¡íĘì@@áìåÛ�@@@â�¡�ē@@æÊñ
)(

)()(
BP
BAPAPB

�
 ē@@f §A ēb�@@Ą�åb@@ĕĉ ē

Û�â�¡� § ¬ÆåBb�Ą�åēbĕĉē ¿ë¬¶á è�Û�@â�¡�ïěĕl ÜÞ�.
Õ ïęáìÝ ¬ò²á § ¬Æå ç¬± ìÝìòå ēl ß�b èb Ðñ¬Ê� è�«ìb § § è� Ē¨É�èåë®òñ�ñ§ èb ß�¬Čè�±¬á àé�Ęë�« ¯÷ èbrìµ.

 ¿ë¬¶á §Û�@â�¡�èÝÞñ�b ēâêá Ē¨å÷ è¦Ą Ûìá«ìÑē ¯÷ èbðĀ�«:
1-èÝ ¬ò²á § íęáìÝë¬Ý è¦Ą Ē¨É�Õ:)()()( APBPBAP B� �

 § ¬ò²á èÝèb è¦Ą Ē¨É�Õ ēâñë§ë¬Ý ç¬± ēæ�²ò¥� èýČ:)()()( APBPBAP B� �

)()()()()( APBPAPBPAP BB ��� 

2-èåëç®òñ)ð�¥«§(ē¦á èÝ ß�¬Č�ñ§
)(

)()(
AP
BAPBPA

�
 

)B(P

)B(P

)A(PB

)A(PB

)A(PB

)A(PB

)B(P
)BA(P)A(P,)BA(P B

�
�  

)BA(P �

)BA(P �

)BA(P �

ŴƊÝ
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èÝēf ðĀ�« ¯÷ èb è¦Ą ēÞñ�b ïęáìÝ:
)()()()(

)()()(
APBPAPBP

BPAPBP
BB

B
A ���

�
 

3-  èlĒ¬ĕfíĘìáìå § �Ý�¡: �¾Ñ ðñ èåìâå § ìĉòb ðb�Ą�å12 ,,...., BBBnë ï«�ò�¥� @Ĕ   �@òáìâÉ ç«�@cÝ ´
ëęl«ë. ÛëĖ èb ēåë § §ìµ í÷ìl ç¬± ìÝìòå ēl ß�b èb ß�¬Č�ñ§<ëĘë�« ¯÷ èb Ûìá«ìÑ Ē¨å÷.

ni
APBP

BAP
APBPAPBP

BPAP
BP n

k
Bk

i

BnB

iB
iA

k
n

i ,...,2,1
)()(

)(
)()(...)()(

)()(
)(

1

1 1
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����
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¦
 

�

  íęáìÝÛ��á:  måëìl ç§ ìñs       ç«�cÝ ìÞÞ� § è� ðāåëìĈ%50«ë ç¬é þ §¬üìá ēf ðÞ¥� èýČ è¦Ą%70 ðÞl�ü èb
è� ðāåëìĈ �¥ëïěĕ±« . èbðæāæá ïĘìáìå ÛëĖ%60ēĉòb Ē¬ĕf èl ïěĔ¬½�¡ è� ðāåëìĈ �¥ë ðÞl�ü èb:

A : §¬üìáÜÞ��« èÂ±�ë èbB :Û¨ĕ±« �¥ë ðÞl�ü èb
 ï§ èb ïë¹ § ēl �«ìA ¿ë¬¶áÛ�@â�¡� ¬ÆåB è�ñæÊē)(APB§ �ìÞÂár>

ŴƊÝ

1B

2B

nB

A

A

A

)B(P 1

)B(P 2

)B(P n

)A(P

)A(P

)(BPA

)(BPA

)B(PA

)B(PA
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Ü¡:   ïĘìáìå §Û�@â�¡�     § ç«�cÝ ìÝìl �¨òb §èåë �ñ ®òñ           è@� Ûì@á«ìÑ ¬Æå ç¬± ìÝìòå ēl ß�b èb ß�¬Č�ñ§ ð�¥«§   Ē¨@å÷ è@b

ðĀ�« ¯÷ èb ÛëĖ:%33.585833.0
6.0

7.05.0
)(

)()()(   
�

 
�

 
BP
BPAPAP A

B

   § ¯�@@±� Ē§ è@@b ì@@åì@@á¬ü   ìÝ¨ĕ@@±« § èÂ@@±�ë è@@b
Û�@@@â�¡�Ē§ è@@b  è@@b �@@¥ë ðÞl�@@ü è@@b ē@@f ¿¬@@µ

 ē@@l ðāåëì@@Ĉëï%33.58æÞ@@±ç¬@@± ē ¬@@��¬�
í§.

ēæ�Ĉìb
èÝ     ¿ë¬¶á § ç¬± ēæ�²ò¥� èýČ èb è¦Ą ß�¬Č�ñ§ Ē¨å÷Û�@â�¡� èb ðāåëìĈ Û¨ĕ±« �¥ë ðÞl�ü  ē@f ¿¬µ ï§ èb è�
  §¬üìá   è�¬± èÂ±�ë èb ±«òÝ¨   <ïë ðæÊñē)(BPA    ēĉòb èb�Ą�å §Û�@â�¡�    Þl�ü èb è� ðāåëìĈ   Û¨ò@±« �@¥ë ð<  è@b
§Ē § ēf ¿¬µ¬üìáæÊñ ðÞÍ�« ïë èå èÂ±�ë èbē)(BPAï§ �ìÞÂá.

)A(P
5.0

)B(PA

7.0A

A

B

B

B

B
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Ü¹� �¬½ Ü¹�¡ §
 §A ēĉ@@òb è@@b�Ą�å ¿ë¬¶@@áÛ�@@@â�¡� è@@bB § <A ë�B

 èb�Ą�å ēĉòbÛ�@â�¡� ìñ èÝ>ï¬Ý èmñĘ� èĄ ç¬± Ü�

�òÝ�ÊÑ
x èlĒ¬ĕfA ë�Bë§Ē èb�Ą�å § ēĉòbSb èñ èåìâåð �¾Ñ ēlïë.
x §A ēĉòb èb�Ą�å ¿ë¬¶áÛ�@â�¡�B�mòÝë è�.
xèåë § § ç¬± ēæ�²ĕ¥� èýp èb è¦Ą ß�¬p�ñ§ ®òñ)()( APBP B��Ęë�« ¯÷ èb �âòÕ.
x  §)( BA�   ìĉòb èb�Ą�åÛ�@â�¡�   §Aë�B   ìĉòb èb�Ą�å  è¦Ą    § �ñ ë�A ¿ë¬¶áèÝB¥� èýČ èb è¦Ą ēæ�²ò

�mòÝë ç¬±.
x ìòæ�«ìb ëë§ § �òÝ�ÊÑ § ìñ ēÞñ�b ē�±�¢á § ìåë¨æ� èÝęl èÞ�¬b ç¬± Ü��.
xM÷ìl �ñrĖ § Çì½ìá ēf ìµĔ ìĉòb èb�Ą�å ë¬ëęl«ë �òáìâÉ ç«�cÝ.

 �òÝ�ÊÑ ðæ�«ìb §èÝëĘë�« ¯÷ èb èÞñ�b Ē¨å÷ è¦Ą ìÝì±« è�¬±.

  §Sèbñ èåìâå çìðñl �¾Ñ ē §Aë�B §�å ëë§èb�Ą ìĉòb ¿ë¬¶á § ç«�cÝÛ�@â�¡�       ç¬@± ì@Ýìòå ē@l ß�@b è@b Ð@ñ¬Ê� §
ë¬Ý:)()()( APBPBAP B� �

²á �§�÷ìl èÞr§ ēf ìµèåë®òñ è�±¬á èb ß�¬p�ñ§ ¯÷ èb àéë�«ëĘ:

)()()( APBPBAP B� � �

)( BA� BA

ŴöÝ B A
)B(P )A(PB

)( BAP �

)A(P)B(P B�
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 ìñ«§ § �ÞÂá �§A <Bë�Cëì¥�¬b ÛëĖ Ē¨å÷ èb ç«�cÝ ìĉòb.

  ĝæ�«ìb      ěĔ§�ñ èá�å èb �¬½ Ü¹�¡ § ç¨É�Õï  r÷ìl ë�ìµ< èÎé §ìñâµ ¬ĕ ðb�Ą�å ï«�ò�¥�     ̄ ÷ è@b à@é ç«�@cÝ ìĉ@òb
ëĘë�«.

Û��á:  §123 ,BBϭB§ìñ«              ãëėČ § ìæl�ü § ç«�cÝ çìñ ¬é § ēf ēl ìæl�ü ðå�âÝ«�b èb ìåì�ñ÷ë  ì@måëìl ï¨º@òÑ
 ë� §ï«ìêâ� è¥¬� ¨åìČÑï¨ºòìµ Ûęl«ëĒç§>

l ãëėp ìæl�ü § Û�â�¡� ßìl èb �ñ ë� ðmåëì«ēñ� ðmåëìf� ï«ìêâ�Þl�ü ¨åìpðïë.
Ü¡: èb÷å Ē¨ ÛëĖb�Ą�åðēĉòbë� Ðñ¬Ê�ëëìáìå:

V:�« èÎéēñēf ðmåëìl«ëï«ìêâ� ¨åìpÞl�ü ēñs§r.

iB :�« �ñ÷ë §ēñðmåëìl«ëiB�)i-ß� (...i=1,2,3 ïìµ Ûęl«ë ß�Õ«� Ē¨å÷ëï.

  §iBi )3,2,1(    �ÖòÖ¡ èb ēĉòb èb�Ą�ål ē § ēñS    ë ì@ñ �¾@Ñ ð@ñ è@åìâå @Ĕ ´ Ęì@� ę@lr    ç«�@cÝ íì@Îé § ē@f
ð²òå �«ì¹.

1-iB ìñ èÝ ÜÖ�²á çë§ èb çë§ ç¬± Ü��æÉ ėČ ë�ï¬Ý èå ¬¹.

2-  §S   èåìâåðñ  Ý �¾Ñcç«����
3

1
321

 

  
i

iBBBBSr§<   ìå)3,2,1(  iVBi �ĉòb ìñ è èÝ Ü�

 ç¬± ìñ èb ìñð²òå �«ì¹ ç«�cÝ íìÎé § ÜÖ�²á.� �
3

1

)(
 

 
i

i VBV

ï«ìêâ�¨åìp è�
�«ēñðmåëìl«ë

 §måëìl«ë ï�«ì
ï¨ºòÑ

÷ëñ�

35%33.2B1

22%46.5B2

30%20.3B31B 2B 3B

%35 %22 %30

Z£M

�
A B)A(P )(BPA

)( CBAP ��

C)(CP BA�

)()()()( CPBPAPCBAP BAA ��� �� �
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èÝ÷ìl è¦Ą ēmñĘ� Ē§rìµ< § § ëë�ì¥ ëĘ�ë§Û�@â�¡� ç«�cÝìmòÝë:

%94.272794.0
0609.01023.01162.03.0203.022.0465.035.0332.0

)()()()()()(

)()()()()(

321 321

3

1

3
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 ¦¦

   

VPBPVPBPVPBP

VPBPVBPVBPVP

BBB

i
Bi

i
i

i
i i

���

¬Ê�Ðñ:  èlĒ¬ĕf  §12 ,,...., BBBn  èqå¬Ą  ē@f0)B(P i z rëni ,...1    ðáì@âÉ ìĉ@òb  § �@Ý�¡S  è@b
èåìâå �¾Ñ ðñ ēlìñçĉĕbè ìå <ïë)(AP § Üá�lÛ�@â�¡� §�ñ èá�å èb § ë�Ab�Ą�å ï«�ò�¥�ē ēĉòbë¬Ý ç«�cÝ:

)()()(
1

APBPAP
n

i
Bi i¦

 

� 

   ¿ë¬¶á §Û�@â�¡�      �¬½ Ü¹�¡ Ü¹� § <Ðñ¬Ê� §èÝ Üá�l § è¦Ą ēò¾ÕÛ�@â�¡�²á §� ēÞ  è@¦Ą ìÝìòå ēl ß�b èb
  Ē¨å÷  Ûìá«ìÑf  ®ò��� § ē)Baye's ( Ûìá«ìÑ § èb  ěĔ§�@ñ è@á�åï<  è@bM  ĝå�@±  ç¬@±  ̄ ÷ è@b  <ð@Ā�«   ē@f ē@±�§iB

ēfni ,...1   §S   ðñ èåìâå ìñ �¾Ñr  ēĉĕb  ç«�cÝ ē@f0)( ziBP  <ni ,...1   §A  §   ēĉ@òb è@b�Ą�å  Û�@â�¡�
ēf0)A(P zë ç¬± <ïë¬Ý:

 ®ò��� §)Bayes(Ûìá«ìÑ:
¦
 

�

�
  n

k
Bk

Bii
iA

APBP

APBP
AP
BAP

BP

k

i

1
)()(

)()(
)(

)(
)(

�

        § èmÝ ï¬Ý Û�âÊ�±� ¬ĔĖ Ûìá«ìÑ ®ò��� §2 n ç«�cÝBBBB   12 , ß�b èbì²òåë ēl<   ē@l �@ÖòÖ¡ èb1B ë�

2B §S �¾Ñ ðñ èåìâåēĉĕbë¬Ý ïë:

)()()()(
)()(

)(
APBPAPBP

APBPBP
BB

B
A ���

�
 

 Ûìá«ìÑ ĝæ�«ìb§2 n èÝ ®ò��� § è¦Ą Ûìá«ìÑï§ �«��É.
Û��á: ìñ èbç     § ēl èmñ¬��ÑA  <Bë�C«§Ē èåìæòµ�á    ç¬± �ò�¬� èb%30  <%30ë�%40  § è@¥¬� Ó¬@� è@åìbë¬p

ïë¨òÝì�.  èlĒ¬ĕfb µ�á èò  ìåìæ ē@l ë¬p §b    § ì@åì   ë¨@ĕ��¬¥   è@gl   �@ò�¬� è@b    ç¬@±4%  <2%  ë�%5ëï   ë�å  ïĘì@áì
 èb èåìbë¬Čėpç¬± ç Ă¬¥ï§ �ìÞÂá <ðµ:

a( Ē§§Û�@â�¡� ēf ìñÜ�²ĕ¥�ìµr `ë¬Č ã�«ë �ñïë ��¬¥.
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b( § `ë¬p íìµ Ă¬¥ ��¬¥ Û�â�¡� ßìl èbC Ē«ìb äòµ�áï¬Ý çĘ�.
c( ìñ íìµ ¨òÝì� íìå `ë¬pë¬Ý< ßìl èbÛ�@â�¡� ç¬± è� §B èb äòµ�ábïë ¿ì�¬á Ē«ì.

 {b�m:

%6.52526.0
038.0
02.0

038.0
05.04.0
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 {c�m:
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DPBP
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ēæ�Ĉìb
1-  §1000 Þá« ìå�§ìåì        ēå�§ Ēìñ § ēl ÿæá èb  èb     Ē�ìñ èåì¦á çĘ�ë ěcµ §6âµĕ¬ç ì@µ ÜéëĒ§ç .   è@Ý Ēì@Îé §

  ÿæá   çìñ è¦Ąèb�Ą�å   èå�§ Üá« §    «§ ë� ïìµ Ül�üĒ ÞĀē   ç§ ïìµ Ûìf� .  Ē«§ÞĀē6ðÞÍ�«. ęl �¨òb�<  è@Îé
Û�@â�¡�ēfïìµ Ül�ü èbâµ ÛëĖ à± èb èå�§ĕ¬Ēéë>ïë ïìµ Ü
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D

D

D

04.03.0 �
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05.04.0 �

)(%8.3038.0 DP  

04.0)(  DPA

3.0)(  BP

4.0)(  CP

96.0)(  DPA

02.0)(  DPB

98.0)(  DPB

05.0)(  DPC

95.0)(  DPC
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�òÝøÖ�±� ìĉĕb èb�Ą�å §
è@@Ý ¿ë¬¶@@áÛ�@@@â�¡� è@@¦Ą § ē@@f ëěòéì@@bAë�B ëë§
�å     �@ñ ìĉĕb ìb�Ą    § ì�§�@¡B    Û¨ĉ@ĕb ēĉ@òb § §A   èĉ@ĕb è@b

  ïì@@f� ¬ò��@@�§ è@@bĒ  è@@á÷ ��@@± ç§ ē@@f §Û�@@@â�¡� §
 ē�±�¢á § ēl �¥ë èbA ë�Bèĉòbèbì²òåë ēl ß�b.

 § ēf ç«�cÝ �Ý�¡ èÎé §A Û¨ĉĕb ēĉòb èb�Ą�å ¬bBå èb�Ą� ēĉòbç®ĕÍ�°mÉ ¬� ë� ï¬Ý èåë.
 §Aë�B Ü¹�¡ § �¬½ §Û�@â�¡� §BA� ēĉòbèÝÛ�@â�¡� ç¬± èmñĘ� èĄï¬Ý.

¬Ê�ñÐ: §Aë�B èb�Ą�å Ēë§f ēĉòbìñ ēçÞ� ¬bè®òÍ�ç ðmåë¬Ý èb�Ą�å § ïë èåÞÖ�²áìñ§�ñ èá�å èb ìĉòbïě.

)()()( BPAPBAP � �

Ý�ÊÑò�
x §Sèåìâå § ë� �¾Ñ ðñA ë�Bë§ĒìñēÞÖ�²á è¦Ą ēÞ� èÝ ç § ēf ēĉòbS �¾Ñ ðñ èåìâå <ïë Üá�µ ēl�²òåë ēl ß�b èb .
x  §ë¬¶á  ¿Û�@â�¡�   Ûìá«ìÑ  è¦Ą   èÎé èb ēl �«ì¹ ēfAë�Bìñ èÝ çÞ�ē è¦ĄÞÖ�²áēë§Ē  § ïë ēĉ@òb

)(APBë�)A(PÝ�@â�¡� ìñ èåì èÝè¦Ą Ü�èĄ>ï¬Ý ¬ĕbì�
x §)BA(P � ēĉòb èb�Ą�åÛ�@â�¡�èÝï§ ïë�²á ç¬± èĄ>
x  §)BA(P)B(P)A(P)BA(P �� ��   §   § ìĉòbÛ�@â�¡� èÝ Ûìá«ìÑ  è@¦Ą   è@Îé è@b   �«ì@¹  ē@l

ēf Aë�BėČ îmüï¬Ý èåë<>ðÞ¥� èÞñ�b èĄ
æ�«ìb §ð �òÝ�ÊÑèÝ Ē¨å÷ è¦Ą ìÝì±« è�¬±ðĀ�« ¯÷ èb èÞñ�b:

1 : §Aë�Bë§ĒÞÖ�²á ēĉòbēïěĕl ÜÞ�< èlĒ¬ĕf:
)Ü¹� Ü¹�¡ § �¬½ §()()()( BPAPBAP � �

2 : èlĒ¬ĕfAë�Bēĉòb §pmåë¬Ý ìmü ëėðïë èå< ìå
0)(  �2� BAPBA ��

)Ü¹� Ü¹�¡ § Èâ� § ()()()( BPAPBAP � � �

íęáìÝ Û��á: Ē¬ĕf èl  §ìñç ìČ¬�± § ìmåëìl ç§ § ðāåëìĈ© ë� ċå« �ë�l        »¬@Ñ Ē®@ĕÍ� è@Ý è@�¬b Ü@� ¬@b ì@ñ
ïìµëï .¨å÷ § ìĉĕb Ē èb�Ą�å èb ç¬± ìÝìòå ēl ß�b èbìñ § ÛëĖç ðmåëìl ç§ç«�cÝ ìÞl�ü:

H : Ül�ü ïìµä� ìñ «�òĈìé ðmåëìl ç§ ðl©ïë.
B : ïìµ Ül�ümåëìl ç§s ēp¬�± Ē«ì�ëï¬Ý.

 èÎéÛ�@â�¡�ęl �¨òb�måëìl ç§ ïìµ Ül�ü ēfs èb�Ą�å èb èČì� «�òĈìé± ï«ì� ë� ðl©ï¬Ýë ēČ¬�.
Ü¡: ēf ç«�cÝ Ē§§måëìl ç§ ïìµ Ül�üs«�òĈìé«ì� ë�ĒČ¬�± ï¬Ýë ēìµ íømòÝ:

)()()( BPAPBAP � �

http://www.abbyy.com/buy
http://www.abbyy.com/buy


278

 ēf èčå¬Ą)()( HPHPB  ±¬�ĕï§¬b ç¬
)(

)()(
BP
HBPHPB

�
 ìå:

)()()( BPHPHBP � �

 �Ý�¡ ðáìâÉ:§12 ,,.....,)2( AAAn nt ĉòb èb�Ą�åēB÷�@â�¡�   ìñ  èÝÞ�ē   è¦ĄÞÖ�²áē  ïěĕl ÜÞ� èl
        ìĉĕb ìĄ �ñ ëë§ ë¬é § Ē¬ĕf       ç¨É�Õ Ü¹�¡ § �¬½ § ēl �òl¬� èb èÝ è�¬b ïęlë Ó¨¹ēĉĕb ēÎéB÷�@â�¡�ìñç è@Ý

Þ�ē ðÝę� ç¬±ïěĕl Ûìáìå.
èÞñ�b:
1:         Ü¹�¡ § �¬½ § ēf ðµë ¨ñ�� èå¬Þá�bèÝ  è¦Ą Ē¨É�Õ ēæ�²ò¥� èýČ èb ç¬±  ̈ @� ÈÁ�@Ö�á Ē¨å÷ èbë   à@é ē@l Û

÷ìlr    ēf ìµBA,BA,AB ���ë�AB�  èb�Ą�å  ìĉĕbÝ�@â�¡�  ð ēÞñ�@b  §Aë�B   ē@f ç«�@cÝ ìĉ@òb
Ý�@â�¡�   ēñ èåìaë�bïë<   èbM  ĝå�±  ëĘë�« ¯÷ èb .  §A  ë�B§ Ý�ë ÜÖ�²áðéìb è¦Ąĕ  § ē@f ëěAë�B <A

ë�B�b èbr ēlAϭBìñ àéèÝ çÞ�ēÞÖ�²á è¦Ąē§<ïë¬Ý ìå:

11
1)1)(1()()1()(

)1()()(

bb
abaBAPabBAPA
abaBAPbaBAPA

BB

�
��� � 

� � 
��

��

2: §A <Bë�C«§Ē èb�Ą�å ēĉĕb ēfìñèÝ çÞ�ēÞÖ�²á è¦Ąēë¬Ý <ï§:

)()()()(
)()()(
)()()(
)()()(

CPBPAPCBAP
CPBPCBP
CPAPCAP
BPAPBAP

�� 
� 
� 
� 

��

�

�

�

àñë§ Û��á:   çìñ èbçĘìąl  ë§ ēlĒ   ë§ ë� ēæòc±Ē «ì�   ï§ ē�¬b í¬á Ē.ë§Ē í¬@á ì@ñ ç è@b @Þ�ē   è@Ý ē²@b ĒĘì@ąl
Ą¦ëìl è�«ìb è< èbē±�§ēl Û�¡ēf:

a-ęáìÝ §ír¬á�«ìb §èèå ìÝìl è�±ë«ë èÎéè�¬ĕ�èbçĘìąlë§Ě ēl.
b-§ èÝ è�¬bĒ ēfí¬áðµ Û§ìĉĕl °b�ë.

§Aèĉòb : èbęáìÝr èæòc± ÜĀ r¬áïëë�«.B :ÜĀ àñë§r¬á èæòc±ïë.
 èÝìñ ĒÞ�ē è¦ĄÞÖ�²áē �ñ ðÝę�)è�²��ë(§ï.

Ü¡:

a(ēf èčå¬Ą
2
1)(

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1)(   ��� APϭBP ë� ïë

4
1)B(P)A(P)BA(P  � �ï§< ìåAë�Bìñç èÝÞ� ē è¦ĄÞÖ�²áē§ï.

http://www.abbyy.com/buy
http://www.abbyy.com/buy


279

b(ēf èčå¬Ą:

)()()(
2
1)(,

2
1

3
2

2
1

3
1

2
1)(

BPAPBAP

APBP

�z�

  ��� 

�

ìåAë�Bìñç èÝÞ� ē è¦ĄîÝę� �ñ�ëï§ è�²�.

 àñ«§Û��á: ÈÁ�Ö�á Ē¨å÷ § Ûë¨� èåìñ�Ā ðÝ�¥ï§ ïìµ èĉå èb ēf< jĖ ēñęl�:

6.0?
??)(?)(
??)(12.0

  
 

BAPBAPA
BAPA
BB

��

�

Ü¡:ēf èčå¬Ą6.0)(  BPï§<ë¬Ý ìå:

70.03.01)(1)(

30.0
4.0

12.0
)(

)()(

4.06.01)(1)(

 � � �

   

 � � 

APAP

BP
BAPAP

BPBP
�

 ÈÁ�Ö� § ìĉĕb § ë� è¦Ąë¬Ýēf:

42.06.07.0)()()(

28.04.07.0)()()(

18.06.03.0)()()(

 � � 

 � � 

 � � 

BPAPBAP

BPAPBAP

BPAPBAP

�

�

�

 �ò�¬� Ē¨âé èb ēl Ûë¨� èb ìÝìl È½ë èb ìåì�âòÕ §²á ç¬±� èÞÞòâm�ïěĕ.

ŴƊÝ 2
1

3
1

3
2

2
1

2
1

W

b

W

b

W

b

ŴƊÝ 2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

W

b
W

b W

b
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ēæ�Ĉìb
  f û± ìñ    ēñ ¬¹�æÉ ē235 ,,   ë�30     ēñ Û�â�¡� ��¦�å� § àÕ« çìñ § í§25.0   Ęì@áìå è@Ý ÛëĖ ðb�@Ą�å èb í§r

       èl <ëì��¦�å� àÕ« ìñ è¦Ą û±Ē¬ĕfkA            ì@µ ��@¦�å� ē@f à@Õ« è@Îé § èĉĕb èb�Ą�år    è@b �@òÞ��Õ àò²@Ö� § ë�k
 <ï¬ÝëM �ñ23 ,AA ë�5Aèb çë§ ēĉĕb ēb�Ą�å>èå èl ë� ï§ ÜÖ�²á çë§

 § ðl¬cĄðmü àêá
ēÞĕ�Ēìµ)ï§�â�á¬òÍ (�¾Ñ ðñ èåìâå:

      ēf �¾Ñ ðñ èåìâå èÎé ēñ ¬¹�æÉ      ïë Ęë ¸ò¦¶� ë� ¬ĕâµ §< §Ír§�â�á¬òâåèåì  ðñ      ïěĔ§�@ñ è@á�å è@b �¾@Ñ<  § è@mÝ
 �ñ Üá« §Ýìf� ēm±èåìâå ð�¬�� ì�¾Ñ ðñ.

�ĉåð)ï§�â�á (�¾Ñ ðñ èåìâå:
  èÎé  Ñ ðñ èåìâå  �æÉ ēf �¾  ¬¹ēñ   ¬ĕâµ § Ęëë èåï §bò è�±ìñ �á§�â�ïèåìâå ēñb �¾Ñ ěĔ§�@ñ èá�å è ï   ð@ÖòÖ¡ § ē@f

ìåë§¨Éb¬ ēÞ¹�Ñ § «ì¢á �¾Ñ èb �ñ ë� èđ� èb ēl ð±¨æé §ìåìÞmµ�ñìåìâ�¡ ÛëĖ èb¨æČ¬ĄïěĔ.
 °å�f àéēĉĕb:

     ðñ èåìâå Ēìñ §�¾Ñ     ìÎé § ēf ēĉòb ðåęáìÝrēĉĕb  §�¬��ēb èbr�  ē@l @b  ¬@��¬� è Û�@@â�¡� ïěĕĉ@ĕb<  ²@å�f à@éè
ïěĕl ÜÞ� ēĉĕb . ìĉĕb °å�f àé § §Û�@â�¡� Çìâ�á§ ïë�²á ç¬± çìñ èÝç.

 §î�ĉå)è�±ìòb( �¾ÑÛ�@â�¡�:
  §     É�²á ìåìâ�¡ ë� ì¢Â± <ìĈ¬l èüìüb ēb�Ą�å Ęë ß�b Ēìñ § èåì�Ý�¡ ¨ĕ   è@åìâå ð@�¬�� çì@ñ èb ç«�cÝ ēĉ    ē@l �¾@Ñ ð@ñ

�¡ ë� ì¢Â± <ìĈ¬l èüìü Üá�µ§ �«��É èåìâïè¦Ą Û�â�¡� èÝ �¾Ñ ēÞº�á §.
 ¿ë¬¶áÛ�@â�¡�:

 è@@@lĒ¬@@@ĕfAë�B §S < §è@@@åìâå ð@@@ñë§ �¾@@@ÑĒ  ē@@@f ēĉ@@@ĕb è@@@b�Ą�å0)( zBP ïë  ē@@@l �@@@Ý�¡ ï§ è@@@b

)(
)()(

BP
BAPAPB

�
   è�  §A     ¿ë¬¶á § ēĉòb èb�Ą�åÛ�@â�¡�    è@á�å èb   ïěĔ§�@ñ         § ē@f ¿¬@µ ï§ è@bB   èĉ@ĕb  è@Ý

ēm¦ábèĉĕ ïìµïë.
ìñèÝ çÞ�ē è¦ĄÞÖ�²áēēĉĕb:
 §Aë�Bìñ ēĉĕb èb�Ą�å çë§ç èÝÞ�ēÞÖ�²á è¦Ąēïěĕl ÜÞ� èlĒ¬ĕf:

)Ü¹� Ü¹�¡ § �¬½ § ()()()( BPAPBAP � �
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 § ðl¬cĄìbēæ�Ĉ
1. çìñ èáìl è¦Ą ìå�Č �¾Ñ ðñ èåìâå Ē¨å÷ § �ñ î�ĉå ç¬±çìñ èáìl ë� è�±ìòb§�â�á¬òÍï§ç>

ÐÝ� : § Ēìñ Üá«è�¬�� ìÝìf� ēå�§
� :�¬�� ìÝìf� § ēm± Ēìñ §è
� : Û¨ĕčÝ ð¶Í ìñ § çìñ èb�§ñç¬
§ :Ý¨ĕ��ñ ðÝ�ë§Ěë� § ðÞòá ï®ÞÑ Ēìñ §ì �«�¬¡ ¬Æå è�¬��è�

2.    Ý�ë§Ěë� ēf ³�¬�«�f ìñ §sēñL§r    èb�Ą�å èb  ÛëĖèb   «ì± ç«�ëìl<    ç¬áì@Ą ð@µ ē@¥¬� çë§ ìĄ ¬� Û�@@â�¡�
 £Ę� ďòl § ēf è�µ«�ìµ çĒ¬��¬� Ē«§ èÝ £Ę� ðĈ § è¥¬�çìl è¦Ąæfsïë.

3.    ð¹ìº¥ çìñ §    þ«ë ç¬é ¬Č«�l ìñ �l¬µ §8  ë�8:50  ìåì�É�± «ìl ēl ÿæá èb�èĒ§iå à�  ï�@Ā @l ē  § ē@f
   èb ìæñ«ìá�á¬üìá  ēl  ç«�cÝ o� § è�«�l èb ë� ïęlë ãëėČ8:15 <8:30ë�8:45 ìåì�¥ë�Ā à�rěĕ±« è�ï

 ç¬áìĄÛ�@â�¡�è�µ Ē§§Ęìáìå ēf Ēä� èÝ5 ¬Æ�æá ěÝ è¦Ą ìÖòÕ§ðµ ð��b.
4.  §> @3.0      èb�Ą�å èb è¦Ą ēÞ¹�Ñ ðÝę�  ÛëĖ   èåë§¨É çë§  <ìl�ü   Û�@â�¡� Ē§§ ęl �¨òb�   § ēfìåë§¨É Éìâ�áè §

5 è¦Ąîæfìl ë�èÝ2ñìÝ è¦Ąèïë.
5.    mü ìñ ÛëĖ èb�Ą�å èbs     èæå§ ¿ë¬¦á § Ç�Êµ Ē¨É�Õ § ēf ēñRìq� ë� sÝ�3R§rìl�ü< ę@l �¨òb�§§ Ē

Û�@â�¡�mü ēfsÁ�¢á §ð ï¬l ēl ¿ë¬¦á ï§ èb èæå§ï¬Ý «�¬Õ.
6. ìñ § §ì¥ çë§ Û¨ĕ��¬¥ àÞÕ «�lï¬Ý èåìÞòÝ§:

1-á §òå�¦òmò ��¬¥Û¨ĕ�
2-Û¨ĕ��¬¥ ēgòå § «�l§ì¥ §

  èl  Ē¬ĕf     «�@l§ì¥ ìñ § à@ÞÕ    ë¨@ĕ��¬¥ § Û�@@â�¡�0.088   Ē§§ ë�� Û�@@â�¡    ē@f   ë¨@ĕ��¬¥ §  Ü@òÝ§)1 (<
âµĕ  èb ïë�²á ïë ç¬0.05 ¸Öå àñë§ § ë�Û�@â�¡�   è@b ïë�²@á0.002 ïë �ę@ĕĄë :  æ�«ì@b çë§ ē@fð

ÞÖ�²á Üñ÷§ēÞÖ�²á ¬òÍ �ñ ë�ē ēĉĕb>ï§
7.  ïĘ�ìÍ ¬�ò¥ðÞl «ìÞĄ èÎéēå�p ēf �ò� èb ēl ēñ¬Ýë� ï    §«ì@l § ï§ ã�@µ ì@ñ ç¬±   ·ø@¥ Ð@ÞÕ Ē�ë«§

  ïęl   ßìl èb¡�Û�@â�   ç¬±    ēâñ«§ § è�±ë«ë  ðÞl  Ä·MÞñìá ç¬± ì   èÝ ēf�ò�   Ð@ÞÕ § ð±�� �« ēñ è¦Ą  ̈ @åëĘ�
 ðÞlïë<ēf ēl �«ì¹ èÎé èb:

a( Ã�ÅM Üñìá ïìµ ēl �«ì¹ èÎé èb ðÞl èb ç«��ë§ ïë èå ðÞl ðÞ¹� ēf �ò� èÎâé ēlïìf�.
b( Ã�ÅM ïìµ Üñìá �«ì¹ èÎé èb ðÞl ðÞl ðÞ¹� ēf ēl ïë èå �ò� Ü� èb ēlìf�ï.
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